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Тема: Этапы моделирования
Задание: Изучить этапы построения математических моделей на примере моделирования газообмена легких. Подготовиться к выполнению практического индивидуального задания (будет проходить в очном режиме после снятия ограничений).
Этапы построения математической модели

Процесс построения любой математической модели представляет последовательность основных этапов:
– определение целей моделирования;
– обследование объекта моделирования;
– содержательная постановка задачи;
– математическая постановка задачи;
– анализ математической модели;
– выбор и обоснование методов решения;
– проверка адекватности модели;
– практическое использование модели.
[bookmark: _Toc341106973][bookmark: _Toc341550808]1. Определение или формулирование целей моделирования

Первоначальным этапом математического моделирования является определение целей моделирования или системы целей для получения конкретных результатов при решении поставленной задачи. Т.е., необходимо определиться: для чего нужна модель, что предполагается получить в результате ее построения.
Цели математического моделирования могут быть весьма разнообразными, однако можно выделить три основных:
1. Понимание – модель необходима, чтобы понять, как устроен конкретный объект, какова его структура, основные свойства, законы развития и взаимодействие с окружающим миром;
2. Управление – модель нужна для того, чтобы управлять объектом (или процессом) и определить наилучшие способы управления при заданных целях и критериях;
3. Прогнозирование – модель нужна для того, чтобы прогнозировать прямые и косвенные последствия реализации заданных способов и форм воздействия на объект.
При формулировании целей математического моделирования необходимо реально соотносить возможности их достижения, иными словами реально оценивать материальные, трудовые и временные ресурсы, которые могут быть использованы при решении задачи моделирования.
[bookmark: _Toc341106974][bookmark: _Toc341550809]2. Обследование объекта моделирования

Очевидно, что при построении математической модели важнейшим этапом является получение по возможности более четкого представления о моделируемом объекте.
Данный этап заключается в уточнении структуры изучаемого объекта, существенных свойств его компонент и характера их взаимодействия. Так, например, при изучении действия некоторого устройства, вначале выясняют, из каких частей оно состоит, каковы их свойства, как эти части взаимодействуют, какие силы при этом возникают, а также что может повлиять на изучаемый объект, т.е.  влияние различных внешних воздействий.
Именно на этом этапе допускаются различного рода упрощения при формировании содержательной модели, если при исследовании объекта получаются сложные структуры и зависимости. При этом, конечно же, нельзя искажать качественную картину, и получаемую упрощенную модель, в дальнейшем можно уточнить. При упрощении используются аналогии с другими решенными задачами, с другим опытом. Поэтому на этапе обследования объекта моделирования выполняются следующие действия.
1. Тщательное обследование собственно объекта моделирования с целью выявления основных факторов, механизмов, влияющих на его поведение, определения соответствующих параметров, позволяющих описывать моделируемый объект.
2. Сбор и проверка имеющихся экспериментальных данных об объектах-аналогах.
3. Обзор литературных источников, анализ и сравнение между собой построенных ранее моделей данного объекта (или подобных рассматриваемому объекту).
4. Анализ и обобщение всего накопленного материала, разработка общего плана создания математической модели.
[bookmark: _Toc341106975][bookmark: _Toc341550810]3. Содержательная постановка задачи моделирования

Результатом отбора информации, связанного с анализом объекта моделирования и окружающего его функционального пространства является:
– обособление (выделение) моделируемой системы при идеализации или упрощении структуры моделируемого объекта;
– формулирование граничных условий;
– определение подсистемы моделируемой системы.
Полнота информации о моделируемом объекте, с одной стороны, является основой получения более точной и адекватной математической модели. С другой стороны, идеализация объекта или упрощение моделируемой системы, ради получения простой математической модели может обесценить все последующие этапы.
Таким образом, после обследования объекта моделирования формируется содержательная постановка задачи моделирования, которая, как правило, не бывает окончательной и уточняется, конкретизируется в процессе разработки модели. Чем более полная информация получена об объекте исследования, тем более четко выполняется содержательная постановка задачи моделирования.

[bookmark: _Toc341106976][bookmark: _Toc341550811]4. Математическая постановка задачи моделирования

Следующий этап построения модели заключается в переложении поставленной задачи на математический язык и состоит, по существу, в формальном, математическом описании моделируемой системы. Это описание в виде математических соотношений, устанавливающих связь между параметрами, характеризующими систему, и называется математической моделью.
При формулировании математической модели проводят уточнения плана действия: какие величины желательно найти, что считать исходными данными, по какому критерию проводить оптимизацию, какого типа уравнения будут использованы и т.п. В итоги формулируется четкая математическая задача.
Различают два класса задач математического моделирования.
1. Задачи анализа,  в которых речь идет об исследовании свойств заданного объекта.
2. Задачи синтеза, целью которых является выбор объекта из некоторой совокупности на основании определенных требований.
Такое подразделение условно, т.к. многие задачи можно отнести и к тому, и к иному классу. Обычно это определяется уже при содержательной постановке задачи. Для задач анализа, математическая модель обычно сводится к уравнениям или системам уравнений того или иного вида. Математическая модель задачи синтеза как правило имеет вид неравенства или системы неравенств, т.е. когда заданная функция должна принять наименьшее или наибольшее возможное значение. Такие задачи обычно сводятся к задачам на экстремум.
Уравнения, включаемые в математическую модель изучаемого объекта, выписываются на основе определяющих соотношений, вытекающих из  постулатов содержательной модели. Выделяют следующие виды соотношений, в зависимости от происхождения и степени адекватности постулатов.
1. Соотношения первого класса - соотношения на основе универсальных законов, таких как, например закон о сохранении энергии. Адекватность таких постулатов несомненна. Однако в большинстве исследований, использование универсальных законов недостаточно для решения задачи моделирования.
2. Соотношения второго класса – соотношения на основе феноменологических законов, называемых физическими уравнениями или уравнениями состояния. Например, закон Гука в теории упругости. Такие соотношения устанавливают особенности поведения материальных объектов при воздействии различных внешних факторов. Являются достаточно хорошо эмпирически обоснованными законами  с ограниченной областью действия. При применении таких законов для построения математической модели основным является вопрос об его применении (т.е. о попадании изучаемой ситуации в сферу действия закона) и о последствиях возможных отклонений от этого закона.
3. Полуэмпирические соотношения, получающиеся в результате сочетания качественных соображений (например, соображений размерности) и обработки результатов эксперимента или иной статистики либо выведенные из других соотношений такого же характера. Например, на основе графиков зависимости, полученных опытным путем.
4. Чисто эмпирические соотношения, получаемые с помощью прямой обработки данных наблюдения или эксперимента, зачастую с привязкой к определенным единицам измерения.
[bookmark: _Toc341106977][bookmark: _Toc341550812]5. Анализ математической модели

Не зависимо от типа выбранных соотношений проводят обязательную проверку составленной математической модели. При  этом используются различные виды проверок:
– контроль размерностей,  включающий правило, согласно которому приравниваться и складываться могут только величины одинаковой размерности. При переходе к вычислениям данная проверка сочетается с контролем использования одной и той же системы единиц для всех значений параметров;
– контроль порядков, состоящий из грубой оценки сравнительных порядков складываемых величин и исключением малозначимых параметров. Например, если в уравнении x + y + z = 0 соизмеримы только параметры  x и y, а параметр z значительно меньше x и y, то им можно пренебречь;
– контроль характера зависимостей, заключающийся в проверке того, что направление и скорость изменения выходных параметров модели, вытекающие из ранее определенных математических соотношений, такие, как это следует непосредственно из «физического» смысла изучаемой модели;
– контроль экстремальных ситуаций – проверка того, какой вид принимают математические соотношения, а также результаты моделирования, если параметры модели или их комбинации приближаются к предельно допустимым для них значениям, чаще всего к нулю или бесконечности. В подобных экстремальных ситуациях модель часто упрощается, математические соотношения приобретают более наглядный смысл, упрощается их проверка;
– контроль граничных условий, включающий проверку того, что граничные условия действительно наложены, что они использованы в процессе построения искомого решения и что значения выходных параметров модели на самом деле удовлетворяют данным условиям;
– контроль физического смысла – проверка физического или иного, в зависимости от характера задачи, смысла исходных и промежуточных соотношений, появляющихся по мере конструирования модели;
– контроль математической замкнутости, состоящий в проверке того, что выписанная система математических соотношений дает возможность, причем однозначно, решить поставленную математическую задачу. Например, если задача сводится к отысканию n неизвестных из некоторой системы уравнений, то контроль замкнутости состоит в проверке того факта, что число независимых уравнений должно быть n.  Свойство математической замкнутости системы математических соотношений тесно связано с введенным Ж. Адамаром понятием корректно поставленной математической задачи, т.е. задачи, для которой решение существует, оно единственное и непрерывно зависит от исходных данных. Решение считается непрерывным, если малому изменению исходных данных соответствует достаточно малое изменение решения.
Аналогично понятию «корректно поставленная задача» вводят понятие «корректно поставленная модель». Математическая модель является корректной, если для нее осуществлен и получен положительный результат всех контрольных проверок: размерности, порядков, характера зависимостей, экстремальных ситуаций, граничных условий, физического смысла и математической замкнутости.
[bookmark: _Toc341106978][bookmark: _Toc341550813]6. Выбор и обоснование методов решения

При разработке математических моделей, как правило, требуется найти зависимость некоторых неизвестных заранее параметров объекта моделирования, удовлетворяющих определенной системе уравнений. Т.е., поиск решения задачи моделирования сводится к отысканию некоторых зависимостей искомых величин от исходных параметров модели.  Все методы решения задач математического моделирования можно подразделить на качественные, аналитические и численные.
С помощью качественных методов свойства решения изучаются без его построения, путем анализа свойств заданного уравнения. Применение этих методов требует большой математической подготовки и наименее поддается алгоритмизации.
Аналитические методы направлены в основном на построение точных или асимптотических формул для решений и изучение свойств решений с помощью этих формул. Точные формулы могут охватывать совокупность всех решений (тогда говорят об общем решении), либо представлять отдельные, частные решения, удовлетворяющие определенным свойствам: заданным начальным или граничным условиям, условиям стационарности, периодичности и т.д. Решение, построенное аналитически, может иметь вид либо конечной формулы, либо суммы бесконечного ряда, либо интеграла. Такая форма решения может оказаться особенно полезной, если задача содержит параметры и нас интересует зависимость решения от них, либо если требуется выяснить поведение решения, когда время или координаты стремятся к бесконечности (и поэтому применение численных методов не очень удобно). В случае, когда параметры задачи стремятся к нулю или к бесконечности, от точных формул переходят к асимптотическим формулам, дающим приближенное представление решения (говорят, дающим асимптотическое решение).
Численные методы решения задач математического моделирования  условно подразделяют на непрерывные и дискретные. В первых, решение строится как функция непрерывного аргумента, во вторых – дискретного. Типичными непрерывными методами являются такие, в которых путем подбора параметров в формуле для приближенного решения производят исправления невязки (например, метод Галеркина). Невязкой называется разность между левой и правой частями уравнения после подстановки в него приближенного решения. Для точного решения невязка равна нулю. Типичными  дискретными методами являются методы Рунге-Кутта, Адамса и др., в которых используются разностные уравнения и значения приближенного решения строятся в точках t0; t1 = t0 + ; t2 = t0 + 2; … tk = t0 + k, где  > 0 выбранный шаг метода.
Численные методы применимы лишь для конкретных задач, чем и объясняется их ограниченное использование в математическом моделировании.
Более подробно  методы математического моделирования будут рассмотрены в § 2.8.
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Под адекватностью математической модели понимают степень соответствия результатов, полученных по разработанной модели, данным эксперимента или тестовой задачи.
Проверка адекватности модели преследует следующие цели:
– убедиться в справедливости предположений (гипотез), сформулированных на этапах содержательной и математической постановок задачи;
– установить, что точность полученных результатов соответствует точности, оговоренной в техническом задании.
Проверка разработанной модели выполняется путем сравнения с имеющимися экспериментальными данными об объекте или с результатами других, созданных ранее моделей. В первом случае говорят о проверке путем сравнения с экспериментом, во втором – о сравнении с результатами решения тестовой задачи.
Неадекватность результатов моделирования возможна по трем причинам:
– значения задаваемых параметров модели не соответствуют допустимой области этих параметров, определяемой принятой системой гипотез,
– принятая система гипотез верна, но параметры и переменные в определяющих соотношениях установлены не точно,
– неверна исходная совокупность гипотез
Все три случая требуют дополнительных исследований как объекта (с целью накопления о нем дополнительной информации), так и модели (с целью уточнения границ ее применимости).
Корректировку модели следует начинать с последовательного анализа всех возможных причин, приведших к расхождению результатов моделирования и результатов эксперимента. Оценить степень адекватности модели при различных значениях варьируемых параметров. Если модель неадекватна в определенной области параметров, можно попытаться уточнить значения констант и исходных параметров модели. Если это не даст положительных результатов, то остается только изменение принятой системы гипотез. Такое решение приведет не только к изменению содержательной постановки задачи моделирования, а, следовательно, и математической постановки, но и возможно изменит методы ее решения (например, переход от аналитических методов к численным). Также потребуется новый цикл проверки модели на адекватность.
[bookmark: _Toc341106980][bookmark: _Toc341550815]8. Практическое использование модели и анализ результатов моделирования

Использование математической модели определено еще на этапе постановки задачи, т.е. на этапе определения целей моделирования. Исходя из трех основных целей моделирования – понимание, управление и прогнозирование (см. § 2.6.1), выделяют и пути использования моделей:
– для изучения свойств и особенностей поведения исследуемого объекта или процесса при различных сочетаниях исходных данных и разных режимах,
– как моделирующие блоки в различных автоматизированных системах управления (АСУ),
– при построении оптимизационных моделей и моделей-имитаторов сложных систем и комплексов.
Независимо от области применения созданной модели обязателен качественный и количественный анализ результатов моделирования. Всесторонний анализ результатов моделирования позволяет:
– выполнить модификацию рассматриваемого объекта, найти его оптимальные характеристики (если речь идет о техническом объекте) или учесть его поведение и свойства в дальнейших исследованиях (если моделируется биологический объект);
– обозначить область применения модели, что особенно важно в случае использования моделей для систем автоматического управления;
– проверить обоснованность гипотез, принятых на этапе математической постановки, оценить возможность упрощения модели с целью повышения ее эффективности при сохранении требуемой точности;
– показать в каком направлении следует развивать модель в дальнейшем.

ПРИМЕР
[bookmark: _Toc341106981][bookmark: _Toc341550816]Этапы моделирования на примере построения 
модели газообмена легких

Этап 1. Определение целей моделирования.
При построении модели газообмена легких, задача формируется следующим образом: «В каком количестве присоединяется гемоглобином кислород в крови в зависимости от внешних, влияющих на данный процесс факторов?»  При более детальном исследовании встают следующие задачи:
– определение трансмурального давления ( разности давлений в сосуде и окружающей среде) в капиллярах кровеносной системы, необходимого для эффективного газообмена в легких;
– определение, каким образом поддерживается необходимый кровоток;
– определение факторов,  влияющих на данный процесс;
– определение последствий различного рода патологий.
Таким образом, основной определяемой характеристикой при построении модели и выходом будущей модели будем считать распределение трансмурального давления по сосудам кровеносной системы.
Этап 2. Обследование объекта моделирования
Определив цели и задачи моделирования, вводим граничные условия, определяем объект исследования и проводим его обособления как системы. Анализируя различные литературные источники по теме рассматриваемой задачи, приходим к следующим выводам:
– процесс дыхания протекает при постоянном газообмене в легочной ткани, что обеспечивается интенсивным обмыванием легких кровью;
– на эластичные свойства легочной ткани существенное влияние оказывает давление крови в капиллярах;
– исследование работы сосудистой системы малого круга кровообращения показывает, что в состоянии близком к норме движение крови через него не лимитируется даже в случае сокращения времени кругооборота, например при мышечной работе или при гемодинамических нагрузках на легочное сосудистое русло. Давление в главном объеме легочного русла при этом повышается не значительно, лишь выключение из кровообращения обширных участков легких вызывает увеличение артериального давления;
– сосудистая система, и в частности сосудистая система малого круга кровообращения, является автономной саморегулируемой гидродинамической системой стабилизации распределения давления вдоль всего тракта.
Таким образом, сужаем границу задачи моделирования и в качестве рассматриваемой системы принимаем кровеносную систему малого круга кровообращения. Окружающим функциональным пространством будут являться легкие. При обследовании данной системы, как объекта моделирования, изучается функция легких, структура легких, анатомия грудной клетки, схема распределения легочных артерий, схема ветвления воздушных путей. Давление и скорость движущейся крови в системе сосудов будет являться неоднозначной функцией порядка ветвления сосудов.
Этап 3. Содержательная постановка задачи моделирования
Идеализируя структуру объекта исследования и ближайшего функционального пространства (на предыдущем этапе  определили, что это малый круг кровообращения и легкие) представляем их в виде схемы замещения ( рис. 10) в которой:
– легкие имеют вид сосуда переменного объема;
– внутри объема легких в упругой среде размещена морфометрическая структура кровеносных сосудов с определенными зависимостями длин и диаметров сосудов от порядка ветвления сосудов;
– кровеносная система связана через предсердие с сердцем, выполняющим функцию насоса, прокачивающего кровь по морфометрической структуре.
[image: Никаноров сер]
Рис. 10. Схема замещения морфометрической структуры легких и ее функционального окружения

Для окончательного обособления системы моделирования, формулируем граничные условия выделения системы, обосновывая их:
– деформация легочных объемов связана с работой сил, создаваемых мышечной структурой легких. Данные усилия через «упругую среду», окружающую кровеносную систему, оказывает на нее силовое воздействие. Если задать распределенное поле давлений, непосредственно воздействующее на отдельные сосуды

,
система обособляется от легкого, воздействие которого учитывается как опосредованное через задаваемое распределенное поле давлений;
– основная функция сердца в рассматриваемой схеме замещения – насосная, обеспечивающая среднеинтегральный объемный расход крови Q, на определенном интервале жизнедеятельности организма, определяемым потребностью его органов в химических веществах, поступающих к ним благодаря транспортным свойствам крови


– при движении по кровеносным сосудам кровь, как вязкая жидкость, использует сопротивление данному движению, проявляющееся в перепаде давлений вдоль морфометрического тракта. Поэтому для создания потребного расхода крови в результате работы сердца в легочной артерии создается давление, превышающее давление в венозном русле. Если в качестве переменных в артерии задать расход и артериальное давление, а в вене – венозное давление, как функции времени, то морфометрическая система малого круга кровообращения (как гемодинамическая система) может рассматриваться обособленно, то есть отдельно от окружающего ее пространства.
Процесс формирования модели представляет ряд операций, определяемых основным подходом к моделированию биологических систем. В основе этого подхода заложены понятия основного процесса жизнедеятельности и процесса его обеспечивающего, выделение которых позволяет рассматривать исследуемую систему как две подсистемы:
– одна связана с основным процессом жизнедеятельности и определяется энергетическими возможностями системы;
– другая обеспечивает процесс жизнедеятельности и охватывает функции управления и стабилизации
Таким образом, морфометрическая структура и протекающие в ней процессы движения крови рассматривается как одна из функциональных подсистем, включающая структурные подсистемы: артерии эластичного типа и артерии и венулы, обладающие упругими свойствами. Сосуды мышечного типа и процессы, связанные с их сокращением, оказывающие воздействие на функциональную подсистему, образуют автономный контур регулирования, т.е. контур, поддерживающий жизненно необходимый уровень функциональной подсистемы.
В основе формулирования целевой функции модели рассматривается феномен  Остроумова-Бейлика, проявляющийся как процесс сокращения сосудов мышечного типа при изменении трансмурального давления. Условие процесса регулирования, протекающего в сосудах, подчиняется критерию: отклонение от состояния энергетически выгодного организму и характеризуемого как минимальное напряжение в стенках сосудов Т = Т – Т0 сопровождается процессом, при котором вызываемое внешним воздействием изменение напряжения в стенке стремится к нулю Т  0.
Этап 4.  Математическая постановка задачи моделирования
Отдельно математически описывая:
– функциональную подсистему легочных сосудов, представляя ее в виде морфометрической структуры с числом ветвлений k,
– динамику процессов в сосудах, используя аналогию с пневматическим приводом,
получаем систему уравнений для механически упругих сосудов и для сосудов мышечного типа, включающую обыкновенное дифференциальное уравнение с нелинейной правой частью, ряд алгебраических уравнений, определяющих распределение статических давлений (трансмуральных) на каждом j-ом  уровне морфометрической структуры:



где	.
Полученная система уравнений является математической моделью процессов в морфометрических структурах:
– гидродинамического, определяющего движение крови;
– процессов саморегуляции состояния системы, проявляющихся в виде изменения сечения сосудов под действием вариаций параметров движущейся среды: расхода и трансмурального давления, определяемых на каждом уровне.
Таким образом, состояние сосудистой системы определяется на основании зависимостей легочного артериального давления и сосудистого сопротивления от объемного кровотока.
Этап 5. Анализ математической модели
Полученная математическая модель включает основные определяющие физические процессы и существующие функциональные связи, т.е. в достаточно полном объеме отражает основной характер протекающих при данных функциональных связях процессов. Модель сосудистой системы как объекта самоуправления позволяет проводить исследования  зонального распределения параметров движущейся крови в легких. Воспроизведение влияния антероградных  (т.е. возникающих после физических нагрузок) гемодинамических нагрузок на легочное сосудистое русло создается одномоментным выключением из кровообращения различных по размеру участков сосудистой системы легких. При моделировании это осуществляется сокращением количества сосудов на ряде уровней сосудистой системы.
Согласуясь с опытными данными, модель показывает, что артериальное давление при увеличении физической нагрузки (расхода) нарастает тем интенсивнее, чем большее количество регулируемых сосудов исключается. С точки зрения системы самоуправления, при сокращении количества нормально функционирующих сосудов имеем различные уровни снижения степени регулируемости системы в условиях функционирования организма.
Этап 6. Выбор и обоснование методов решения
Итак, математическая модель представлена системой уравнений, как алгебраических, так и дифференциального, поскольку речь идет о приращениях, связанных с зависимостью объемного расхода от изменения давления на входе и выходе (в сердце и в легких) кровеносной системы.
Дифференциальное уравнение решается интегрированием, причем шаг интегрирования связан с каждым j-го уровнем второго, третьего и четвертого  алгебраических уравнений системы.
Этап 7. Проверка адекватности модели
Как отмечалось ранее, под адекватностью математической модели понимают степень соответствия результатов, полученных по разработанной модели, данным эксперимента. В нашем примере моделирования сопоставление данных экспериментальных исследований с результатами моделирования проводились при следующих значениях параметров, водимых в математическую модель:
– давление окружающей среды –1,03  103 Па (760 мм рт. ст.);
– плотность крови –1,27  103 кг/м3;
– вязкость крови 0,002 Пас;
– количество уровней структур (артериальной) – 17;
– диапазоны уровней системы с сосудами мышечного типа
7 > i  14  и  20 < i  20;
– соотношение расхода в состоянии покоя к максимальному
Q0  Qm =0,2 (Qm = 367  10–6 м3/с);
– коэффициенты – Smm = 2,1;  Smpa = Smpv = 1,3.
Зависимости для приведенного к состоянию покоя легочного сосудистого сопротивления (R  R0, где R0 = R при Q = Q0 в теоретических расчетах а0 = 0,2  аm) от относительного объемного расхода крови, при вариации венозного давления стягиваются в узкую зону, в которую с приемлемой точностью укладываются результаты экспериментальных замеров.
Зависимости артериального давления от кровотока при фиксированных значениях венозного давления также обладают удовлетворительной степенью совпадения количественных показателей состояния с экспериментальными данными.
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