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Тема: Математические методы моделирования

Задание: Изучить конкретные формы  математических моделей при моделировании. Подготовиться к выполнению практического задания (будет проходить в очном режиме после снятия ограничений).

1. Алгебраические уравнения
а) Простые алгебраические уравнения, типа:


используются при моделировании биообъектов и биопроцессов как единичные уравнения , входящие в систему алгебраических уравнений.
Например, простейшая аналитическая модель аорты и крупных артерий в виде общего упругого резервуара («камеры») задается системой из трех линейных уравнений:



Первое уравнение показывает, что скорость изменения активного объема камеры  равна разности входного f0 и выходного f потоков.
Второе уравнение – давление p в камере изменяется прямопропорционально ее объему u, k – коэффициент объемной упругости.
Третье уравнение – выходной поток f, испытывает выходное сопротивление r; движущей силой потока служит разность трансмуральных давлений p (внутри резервуара) и давление P (на выходе).
Простые алгебраические уравнения могут использоваться при моделировании в случаях, когда поведение биосистемы во времени если и описывается дифференциальными уравнениями, то динамикой ее изменения можно пренебречь. В этом случае учитывается тот факт, что в устойчивой системе если некоторые переменные и меняются, то быстро приходят к своим первоначальным значениям. А если система в целом долго изменяется в ходе переходных процессов, то поведение таких переменных можно записать в виде простых алгебраических уравнений, определяющие их стационарные значения.
Такие приемы применяются при описании метаболических процессов ферментативного катализа, физиологической адаптации, репродукции.
б) Системы алгебраических уравнений
А. Системы линейных алгебраических уравнений.
Могут быть представлены в виде системы уравнений



либо в матричной форме  или


Как уже отмечалось в п. 2.8.2 алгебраические уравнения используются при моделировании компьютерной томографии. Восстанавливаемое сечение объекта покрывается сеткой из N пикселей, т.е. осуществляется переход от непрерывного описания к дискретному. В каждом пикселе значение восстанавливаемой функции  fj  считается постоянным, где j – номер пикселя. Тогда математическую модель восстановления сечения объекта можно записать в форме системы линейных алгебраически уравнений

,  i =1, М,

где	 j-я компонента вектора  – весовой коэффициент, который при использовании модели бесконечно тонкого луча равен длине пути рентгеновского луча, пересекающего j-й пиксель;
M – общее число точек на всех зарегистрированных проекциях.
Системой алгебраических уравнений представлена упрощенная модель левого желудочка и артериальной части сосудистой системы, описанная в 1969 г. М.П. Сахаровым:


где	Ri – внутреннее сопротивление;
РД – диастолическое давление;
Р0 – изометрическое давление;
Rc – статическое сопротивление;
 – длительность изгнания желудочка;
f – частота импульсов.
Данная модель дает возможность изучать закономерности регуляции сердца в наиболее простом виде.
Система уравнений может быть записана в матричной форме. В такой форме представлена модель системы сосудистых областей [13].






                                 ,
где	V – вектор-столбец, характеризующий объемы сосудистых участков;
А – матрица коэффициентов, определяющих связи между участками;
В – вектор – столбец свободных членов;

 – вектор-столбец скорости изменения объема сосудистых участков.
Системы линейных алгебраических уравнений решаются прямыми и итерационными методами.
К прямым методам, позволяющим найти решение за определенное количество шагов относят:
– метод Гаусса – метод последовательных исключений переменных;
– метод Гаусса-Жордана – метод полного исключения неизвестных, основан на нахождении обратной матрицы;
– метод Крамера – метод решения квадратных систем алгебраических уравнений с ненулевым определителем основной матрицы и др.


Итерационные методы основаны на использовании повторяющихся процессов и нахождении решения путем последовательных приближений. Суть методов состоит в том, чтобы найти неподвижную точку матричного уравнения  эквивалентного начальной системе линейный алгебраических уравнений. При итерации х заменяется на приближенное решение, найденное на предыдущем шаге . 
К методам итерации относят:
– метод Якоби или метод простой итерации;
– метод Гаусса-Зейделя и др.


При решении методом Якоби проводят преобразование системы уравнений  к итерационному виду , где 

;

,
Е– единая матрица;
Д – матрица, в которой на главной диагонали соответствующие элементы матрицы А, а все остальные нули.

Для решения систем уравнений методом Гаусса-Зейделя итерационный процесс строится по формуле , где L и Д, матрицы содержащие верхнюю и нижнюю треугольные части матрицы A, а на главной диагонали нули.
Исследование систем линейных уравнений проводится методами линейного программирования.
Линейное программирование – область математического программирования, посвященная теории и методам решения экстремальных задач, характеризующихся линейной зависимостью между переменными.
Задача линейного программирования состоит в отыскании неотрицательных значений переменных xi (i = 1, 2, … n), удовлетворяющих системе линейных уравнений


Кроме того, необходимо достичь, чтобы найденные значения xi обращали бы в минимум линейную функцию

,
т.е. среди всех допустимых решений системы найти такое, для которого функция z = min.
Исследование любой математической модели каждый раз имеет своей целью достижение оптимальных условий реализации задачи, т.е. оптимизационные цели.
В случае решения задач линейного программирования существуют различные методы, которые делят на две группы:
1) универсальные методы (симплекс-метод, метод разрешающих множителей, транспортная задача);
2) специальные методы, для решения отдельных задач линейного программирования (распределительный метод, метод дифференциальных рент, венгерский метод и др.)

Б. Системы нелинейных алгебраических уравнений
Записываются уравнения в канонической форме:

.
Примером может служить двухкамерная модель сердца Кошелева В.Б. и др. [11]:


Нагнетательная функция сердца основана на чередовании (сердечный цикл) расслабления (диастолы) и сокращения (систолы) желудочков. Во время диастолы tdias желудочки заполняются кровью, а во время систолы tsis они ее выбрасывают в крупные артерии (аорту и легочный ствол).
qtop  и  qbot – max и min потоки крови за сердечный цикл.
Отдельные уравнения решаются по простым правилам:
– квадратичные уравнения – по формуле Виета, устанавливающей связь между коэффициентами и корнями уравнения


;  
– уравнения третьей степени решаются с использованием формулы Кардано:


;   /
Уравнения с большими степенями решаются только численными (приближенными) методами.
Общего аналитического решения систем нелинейных алгебраических уравнений не существует, есть только численные методы.
Чаще своего, при использовании алгебраических уравнений в моделировании биообъектов и биопроцессов, речь идет не просто о нахождении того или иного значения, а об исследовании функциональной взаимосвязи между параметрами и переменными. В этих случаях чаще всего используются графические представления результатов изучения объектов или процессов.

[bookmark: _Toc341106985]2. Кривые функциональных зависимостей
Графическая обработка результатов исследований позволяет:
– устанавливать соответствие экспериментальных зависимостей теоретическим;
– проверить тип функциональной зависимости и т.п.
Например, графическое изображение процесса старения, закон Гомпертца.
Закон Гомпертца – математическая модель описания старения организмов, согласно которому вероятность смерти экспоненциально возрастает с возрастом:

.
где	x – возраст;
р – относительная вероятность смерти за определенный промежуток времени;
a, b – коэффициенты в качестве показателей темпа (скорости) старения.
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Рис. 11.

Закон Гомпертца эмпирически используется для сравнения старения разных организмов.
Еще один пример. Врачам известно, что наиболее сильное влияние на бронхиально-легочные заболевания оказывает угарный газ – оксид углерода. Для определения этой зависимости собраны сведения из разных городов о средней концентрации угарного газа (СО) в атмосфере и о заболеваемости астмой Р (число хронических больных). Полученные данные сведены в таблицу и представлены в виде точечной диаграммы.

	CO2 
мг/м3
	Р
(больн/тыс)
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Рис. 12. 1 – квадратичная форма регрессионной модели; 
2 – линейная форма регрессионной модели

Проанализировав результаты, можно сделать вывод, что при концентрации угарного газа до 3 мг/м3 его влияние на заболевание астмой не сильное. С дальнейшим ростом концентрации наступает резкий рост заболеваемости.
Для построения математической модели рассмотренного явления ее необходимо аппроксимировать некоторым математическим выражениям, т.е. определить функцию зависимости Р и СО. Для поиска математических зависимостей между переменными по накопленным экспериментальным данным используют методы регрессионного и корреляционного анализов.
Регрессионный анализ дает возможность построить, исходя из имеющейся совокупности экспериментальных данных, уравнение вид которого задает аналитик, а корреляционный анализ позволяет судить о том, насколько хорошо экспериментальные точки согласуются с выбранным уравнением («ложатся» на соответствующую кривую).


Возвращаясь к примеру о зависимости , (в общем виде ), для поиска аналитического выражения зависимости подбирают функцию, график которой проходит вблизи экспериментальных точек. Такую функцию называют регрессионной моделью. Функция или регрессионная модель  подбирается исходя из опыта и интуиции исследователя. Возможет и «слепой» перебор. После выбора функции подбирают ее параметры. Классический способ подбора параметров называется методом наименьших квадратов. Суть этого метода заключается в том, что искомая функция должна быть построена так, чтобы сумма квадратов отклонений у-координат всех экспериментальных точек от от у-координат графика регрессионной модели была бы минимальной.
Регрессионные модели, как правило, используются с целью прогноза поведения системы.
Определение зависимой величины у для промежуточных значений аргумента х называется интерполяцией.
Продолжение линии тренда за границы области данных (рис. 12) – штриховая линия называется экстраполяцией.
Функциональная зависимость между двумя величинами является в некотором смысле самой простой из возможных зависимостей. Если величина у является функцией от величины х, то значение х полностью и однозначно определяет значение у.
Однако бывают (и в реальной жизни гораздо чаще) случаи, когда зависимость несомненно есть, но она не имеет однозначного выражения. Простой вопрос: определяет ли рост человека его вес, т.е. можно ли сказать, что при росте 170 см вес обязательно равен некоторому определенному значении? Конечно, нет. На вес человека накладывают отпечаток многие факторы. Но правильно ли на основании этого утверждать, что вес от роста не зависит? Тоже не. На битовом уровне ответ таков: вообще говоря, чем больше рост, тем больше вес. «Вообще говоря» здесь означает, что точной (функциональной) зависимости нет, но есть некоторая иная, а именно корреляционная, зависимость.
Корреляция – систематическая и обусловленная связь между двумя рядами данных. Например, ростом и весом; датой и дневной температурой, числом компьютеров в классе и средней оценкой в этом классе на ЕГЭ по информатике и т.п. Можно сказать иначе: корреляция – это связь переменных, при которой одному значению одного признака соответствует несколько значений другого признака, отклоняющегося в ту или иную сторону от своего среднего значения. Зависимости между величинами, каждая из которых подвергается не контролируемому полностью разбросу, называются корреляционными зависимостями. Раздел математической статистики, который исследует такие зависимости, называются корреляционным анализом. Корреляционный анализ изучает усредненный закон поведения каждой из величин в зависимости от значений другой величины, а также меру такой зависимости.
Оценку корреляции величин начинают с высказывания гипотезы о возможном характере зависимости между из значениями. Простейшее допущение – наличие линейной зависимости. В таком случае мерой корреляционной зависимости является величина, которая называется коэффициентом корреляции.
Коэффициент корреляции (обычно обозначаемый греческой буквой р) есть число, заключенное в диапазоне от – 1 до + 1;
– если это число по модулю близко к 1, то имеет место сильная корреляция, если к 0, то слабая;
– близость р к  +1 означает, что возрастанию одного набора значений соответствует возрастание другого набора, к – 1означает обратное.
В случае полной положительной корреляции этот коэффициент равен (+1), а при полной отрицательной – (– 1). На графике «облачко точек» в этих случаях уже не «облачко»: точки точно ложатся на прямые.
Если же точки не выстраиваются по прямой линии, а образуют «облако», коэффициент корреляции по абсолютной величине становится меньше единицы, и по мере округления этого облака, приближается к нулю, то между переменными точно нет линейной корреляционной зависимости.
Для вычисления коэффициента корреляции используется формула:

,

– сумма произведения даны из каждой пары;
n – число пар;

 – средняя для данных переменной А;

 – средняя для данных переменной В;
SА – стандартное отклонение для распределения А;
SВ  стандартное отклонение для распределения В.
Коэффициент корреляции определяет степень, с которой значения двух переменных «пропорциональны» друг другу. Важно, что значение коэффициента корреляции не зависит от масштаба измерения. Например, корреляция между ростом и весом будет одной и той же, независимо от того, проводились измерения в дюймах и фунтах или в сантиметрах и килограммах. Пропорциональность означает просто линейную зависимость.
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При изучении большинства систем и процессов в медицине и биологии методами математического моделирования, исследователей  интересует не просто решение какой-либо функциональной зависимости или ее оптимальные значения при различных ограничениях. А в большей степени, поведение модели, выраженной в виде функциональной зависимости, во времени.
Например, характер развития патологических процессов, зависит от того, насколько далеко уже «продвинулось» развитие этих процессов за  предшествующее время. Так, скорость роста объема опухоли зависит от того, какого объема опухоль достигла. Это объясняется тем, сто скорость роста зависит от числа имеющихся опухолевых клеток, а этому числу пропорционален занимаемый ими объем.
Если x(t) – зависимость результата некоторого процесса x от времени, то производная этой функции по времени x’(t) характеризует скорость этого процесса. Поскольку скорость процесса часто находится в зависимости от его результата, в одном уравнении оказываются как x(t), так  и x’(t). Подобные уравнения называются дифференциальными. В такие уравнения могут входить и вторые производные x”(t), характеризующие ускорения, с которыми протекают процессы, а также производные более высоких порядков.
Итак, дифференциальное уравнение для функции x(t) – это уравнение, в которое входят производные этой функции по аргументу t. Порядок дифференциального уравнения определяется наивысшим порядком производных, входящих в это уравнение. 
Например.

 – линейное уравнение первого порядка.

 – линейное уравнение второго порядка.

 – нелинейное уравнение первого порядка.
В медицинских исследованиях наибольшее распространение получили линейные дифференциальные уравнения первого и второго порядков.
Примеры представления моделей в форме дифференциальных уравнений.
1. Простейшая одномерная модель течения и фильтрации через капилляр длиной х. Выражена в виде дифференциального уравнения первого порядка:

.
На гидростатическое давление в капиллярах Рс  оказывает влияние сопротивление  прекапилярных сосудов и, в меньшей степени, посткапиллярных сосудов. Объемный поток на входе и выходе капилляра одинаков и равен q.

2. Модель эластичного резервуара предложенная Франком в 1899 г., в которой он рассматривает аорту и другие крупные сосуды как упругий эластичный резервуар. Модель Франка, описывающая процессы в эластичном резервуаре представлена в форме дифференциального уравнения

.
T – постоянная времени, коэффициент определяющий скорость снижения давления, зависит от упругости аорты и величины суммарного периферического сопротивления;
 – давление в аорте.
Давление в венах считается малым и им пренебрегают. Поэтому в правой части уравнения 0.
Модели различных биосистем и процессов могут быть представлены и в форме уравнений с частными производными (УРЧП). В отличие от обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) в  которые входят функции и их производные от одного аргумента, в УРЧП входят функции зависящие от многих переменных и их частные производные.
В общем виде такое уравнение выглядит следующим образом:

;
где 	x1, x2, … xm  – независимые переменные, 
z = z(x1, x2, … xm) – функция этих переменных.
В качестве примера можно представить модель для анализа температуры при лазерном воздействии на биоткань, для которой уравнение теплопроводности дано в форме дифференциального уравнения в частных производных:

,
k – коэффициент теплопроводности;
 – плотность материала;
v – скорость движения границы проплавления;
Cp – удельная теплоемкость;
I0 – интенсивность лазерного излучения;
 – коэффициент поглощения биоткани.
Если в исследуемом процессе взаимосвязи и играют существенную роль несколько изменяющихся во времени переменных, то становится необходимым решать систему дифференциальных  уравнений.
Системы дифференциальных уравнений широко применяют в медико-биологических исследованиях. Так, с их помощью анализируют диффузионные процессы, явления переносов метаболитов, распространения и восприятия сигналов, развития опухолевых и воспалительных процессов.
Примеры моделей в форме системы дифференциальных уравнений.
1. Простейшая модель регуляции глюкозы крови (Аккерман, 1965)



 – разность между концентрацией глюкозы в крови и ее нормальным значением;

 – разность между суммарной концентрацией всех гормонов, участвующих в регуляции глюкозы и ее нормальным значением;
k1, k2, k3, k4 – коэффициенты;
k  – скорость поступления гормонов (на единицу объема крови);
I – скорость поступления глюкозы из кишечника.

2. Модель сердца Робинсона (1963).


Р – давление;
V – объем желудочка;
Ca – емкость (объем) резервуара сосудистой системы;
Ra – сопротивление сосудов и клапана;
R5 – периферическое сопротивление;
R1 – сопротивление нейтрального клапана;


,  – характеристики желудочка в систолу и диастолу;

 – скорость изменения кровотока.

3. Одномерная модель течения крови в артериях в виде системы дифференциальных уравнений в частных производных.



 – площадь поперечного сечения сосуда;

 – поток крови;

 – давление;
 = const – коэффициент Кориолиса;
Kr– коэффициент трения;
t – время;
Z – осевая координата.

4. Модель динамики распространения эпидемии.

где	KS – коэффициент, характеризующий степень заразности (вирулентности) болезни и вероятность встречи зараженного с восприимчивым;
S – число восприимчивых (возможных жертв);
I – число инфицированных;
Kr – коэффициент выздоровления;
Kd – коэффициент смертности для данной эпидемии.

Дифференциальные уравнения решаются как аналитическими так и, в большей степени, численными методами. К аналитическим методам относят: Метод Фурье – классический метод разделения переменных, методы подстановки, интегральные преобразования и др. К численным методам решения дифференциальных уравнений относят: метод Эйлера, метод Рунте-Кутта; метод конечных разностей; методы операционных исчислений.
Системы дифференциальных уравнений решаются двумя основными способами.
1. Методом исключения, когда система сводится к одному уравнению, порядок которого зависит от количества уравнений в системе. Система из n уравнений сводится к уравнению n -го порядка.
2. С помощью характеристического уравнения (метод Эйлера).

[bookmark: _Toc341106987]4. Уравнения математической физики
Частными случаями дифференциальных уравнений с частными производными второго порядка являются уравнения математической физики. К основным уравнениям математической физики относятся следующие.
1. При изучении различных видов волн (упругих, звуковых, электромагнитных) и других колебательных явлений в основе лежит волновое уравнения

,
где	с – скорость распространения волны в данной среде.
2. Явление распространении тепла в однородном изотопном теле, так же как и явления диффузии, описываются уравнением теплопроводности

.
3. При рассмотрении установившегося теплового состояния в однородном изотопном теле основываются на уравнении Пуассона

.
4. При отсутствии источников тепла внутри тела уравнение Пуассона переходит в уравнение Лапласа

.
Уравнения математической физики находят применение в самых разнообразных биологических и медицинских задачах моделирования: в теории распространения эпидемиологических заболеваний, в исследовании процессов массового обслуживания в медицинских учреждениях, в определении наиболее вероятного диагноза и др.

[bookmark: _Toc341106988]5. Функционально-дифференциальные уравнения
Динамические модели, применяемые в биологии и медицине, зачастую должны учитывать зависимость будущего развития процесса не только от настоящего состояния, но и от предистории развития процесса. Математическим описанием таких моделей служат дифференциальные  уравнения с запаздыванием, называемые также уравнениями с последействием или функционально-дифференциальными уравнениями (ФДУ).
ФДУ являются обобщением обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ).
Если система ОДУ записывается в виде

,
где	t – независимая переменная, трактуемая обычно как время;
x(t) – искомая векторная функция;
x – фазовый вектор.
Система ФДУ записывается в виде

,

где	 – функция-предистория фазового вектора, действующая на систему;
 – величина запаздывания.
Запаздывание вводится во многие модели, как характеристика малоизученных процессов, которая на данном этапе построения модели в нее не включается. Это может быть, например, время транспорта молекул от места их синтеза к месту их включения в систему реакций; время формирования клеток определенного типа, участвующих в иммунной реакции.
Одной из первых моделей в биологии, в которых было введено запаздыванию для объяснения проявления периодичности, была модель Хотчинсона:

,
где	r – мальтусов коэффициент линейного роста;
 – возраст производителей вида;
K – средняя численность популяции определяемая емкостью среды.

При  уравнение имеет в качестве решения периодические колебания. Такое уравнение достаточно хорошо описывает динамику изменения численности многих массовых видов животных, для которых средняя продолжительность жизни немногим больше .
Модель Вангерски и Каннингема, описывающая взаимодействие популяций


Запаздывание  имеет смысл осредненного интервала времени между моментом гибели одной особи и моментом соответствующего увеличения числа взрослых хищников. 
ФДУ практически не поддаются аналитическому исследованию. Основным инструментом являются численные методы (метод Эйлера, методы Рунге-Кутты и др.).
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Интегральное уравнение это функциональное уравнение, содержащее интегральное преобразование над неизвестной функцией. Если интегральное уравнение содержит производные от неизвестной функции, то его называют интегро-дифференциальным уравнение.
В общем виде интегральное уравнение имеет вид

,
где	(x) – искомая функция;
f(x), K(x, s) – известные функции;
 – параметр.
В виде интегрального уравнения представлена демографическая модель

,
где	T* – средняя продолжительность жизни;
T – предельный возраст;
 – длительность периода эмпбрионального развития;
q() – возраст;
 – гипотетическое число рождающихся.
Для интегральных уравнений, так же как и для дифференциальных не всегда удается получить точное аналитическое решение. К основным методам решения линейных интегральных уравнений относят: метод преобразования Лапласа, метод последовательных приближений, метод резольвент и др. Нелинейные интегральные уравнения решаются методом преобразования, методом последовательных приближений, методом Ньютона-Канторовича, методом квадратур и др.
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7. Теория автоматов
Это раздел теории управляющих систем, изучающий математические модели преобразователей дискретной информации, называемые автоматами. К таким преобразователям относят как вычислительные устройства, так и живые организмы.
Теория автоматов тесно связана с теорией алгоритмов, т.к. преобразуя информацию автомат осуществляет это по шагам в дискретные моменты времени по  заданному алгоритму. Автомат можно представить в виде «черного ящика» для которого известны только входные и выходные  сигналы. Впервые понятие «черного ящика» было введено Нобертом Винером и обстоятельно развито Россом Эшби. Ситуация «черного ящика» представляет теоретический граничный случай, когда о структуре объекта неизвестно абсолютно ничего. Однако, та или иная априорная информация все же существует, часть из нее вполне достоверна (например, действие закона сохранения и других универсальных закономерностей), часть может носить гипотетический характер. Поэтому на практике имеют дело не с «черным», а с «серым ящиком».
В медицине, биологии, экологии применяют теорию клеточных автоматов. Клеточные автоматы – динамические модели с дискретным временем, пространством и состоянием. Простой клеточный автомат определяется решеткой L, пространством состояний Q, функцией местных переходов f. Клетки могут соединяться различными способами. Судьба клетки зависит от окружающих ее соседей и соответствующей функции перехода. Правила перехода определяются формулой

,

где	 – состояние клетки в момент времени t.
Клеточные автоматы широко применяются для моделирования совокупности взаимосвязанных однородных объектов. Например, моделирование взаимодействия клеточных систем в медицине и биологии. Именно для изучения биологической репродукции впервые была разработана теория клеточных автоматов в 50-е годы ХХ столетия фон Нейманом. В дальнейшем эту теорию стали использовать для моделирования и в других научных сферах.
На методе клеточных автоматов основана математическая модель, описывающая действие СВЧ-импульсов на живую материю, а также модель разнонаправленных гидродинамических процессов в биореакторе «искусственная печень». Материя рассматривается как регулярная решетка, каждый узел которой имеет два устойчивых состояния. Применительно к живой материи это означает: либо клетка жива, либо мертва; клетка диффундирует или не диффундирует; делится или не делится.
Исследуются клеточные автоматы с помощью Марковских цепей. Теория цепей Маркова была впервые сформулирована в 1907 г. А.А. Марковым, который положил начало изучению последовательностей зависимых испытаний и связанных с ними сумм случайных величин.

[bookmark: _Toc341106991]8. Теория автоматического управления
Методы ТАУ позволяют изучать линейные, нелинейные, дискретные и многомерные системы управления различной природы (технической, социальной, технологической). Если говорить о системах управления в медицине, то этими вопросами занимается медицинская кибернетика. Медицинская кибернетика изучает медицинские системы и методы управления состоянием организма. К системам управления медицинского назначения относят: мониторно-компьютерные системы для слежения за тяжелобольными; диагностические автоматизированные системы управления (АСУ); автоматизированные центры диагностики; системы диспансеризации и др.
В кибернетике широко применяют метод пространственного состояния, когда система при моделировании представлена не только входом и выходом (теория «черного ящика»), но и третьей характеристикой – состоянием. В физиологии сохранение неизменности состояния системы при действии возмущений называется  гомеостазом. Поддержание гомеостаза – является одной из важнейших функций систем управления. Общие свойства управляющих систем изучаются методами теории управления.

[bookmark: _Toc341106992]9. Теория вероятностей и математическая статистика
В моделировании  медицинских и биологических систем широкое использование методов теории вероятностей обусловлено тем, что детерминистское описание процессов  организма практически не возможно. Медицинские и биологические объекты, их динамические характеристики изучаются такими методами математического моделирования, которые включают в себя стохастическое (вероятностное) описание и компьютерную имитацию. В таких описаниях объекты представляются совокупностью систем,  зависящих друг от друга, а также от действия случайных факторов. 
Зарождение, развитие и существование живого организма  определяется многими и очень разнообразными, часто случайными внешними и внутренними факторами.
Методы теории вероятностей, и в частности, методы теории случайных чисел, позволяют изучать такие сложные явления. Для описания характера изменчивости систем применяют различные законы распределения.
Используя методы математической статистики, которая занимается описанием и анализом результатов исследования массовых случайных явлений, теория случайных чисел (как один из разделов теории вероятностей) позволяет свести огромное многообразие наблюдений к одному закону. А это, в свою очередь, дает возможность более точно описать изменяющиеся явления 
Для описания характера изменчивости медицинских и биологических систем применяют такие законы распределения, которые определяют вероятность того, что результат измерения какого-либо параметра индивидуума, выбранного случайным образом, будет лежать в определенном интервале значений.
Так, например, параметры тела (рост, вес и т.п.) описываются с помощью нормального закона распределения (закона Гаусса). Распределение числа радиоактивных частиц, испускаемых массой  радиоактивного вещества, или число  лейкоцитов в одном квадрате гемоцитомера лучше описываются законом Пуассона. Для описания дискретных величин, когда имеется ограниченное число альтернативных наблюдений (например, число детей – альбиносов в семье данного состава) применяется биноминальное распределение.
Применение распределений вероятностей используется и в молекулярной биологии, и в экологии, психологии, биофизике, биохимии, генетике, физиологии, а также в медицинском приборостроении и создании биотехнических систем.
Современная теория вероятностей весьма разветвленная наука. В настоящее время, ее приложения к биологии и медицине осуществляется в двух основных направлениях:
– для статистической обработки результатов эксперимента;
– в математическом моделировании.
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10. Вариационное исчисление
Это раздел математики, изучающий методы нахождения максимума и минимума значений функционалов.
Если каждой функции y  y(x) принадлежащей некоторому функциональному классу А, ставится в соответствие число I, то I называется функционалом, определенным на классе А:

.
Вариационное исчисление применяется при решении задач оптимизации, когда исследуют на экстремум некоторые функции.
В медицине вариационное исчисление применяется, например, для нахождения оптимального угла ветвления кровеносных сосудов, максимизирующего поток. Зная закон затухания применительно к выводу какого-либо препарата из тела, вариационное исчисление используется для оценки уровня дозирования этого препарата. В ядерной медицине вариационное исчисление используется для разработки моделей переноса излучения в целевой терапии опухолей.

[bookmark: _Toc341106994]11. Теория динамических систем
Динамическая система представляет собой математическую модель некоторого процесса, явления, объекта, эволюция во времени которых однозначно определяется начальным состоянием.
Динамическая система может быть представлена и как система, обладающая состоянием. В этом случае модель описывает динамику некоторого процесса, а именно процесс перехода системы из одного состояния в другое. Совокупность всех допустимых состояний динамической системы образует «фазовое пространство» системы.
Таким образом, динамическая система характеризуется своим начальным состоянием и законом, по которому система переходит из начального состояния в другое.
В системах с дискретным временем, которые называют каскадами, поведение системы (или траектория системы в фазовом пространстве) описывается последовательностью состояний.
В системах с непрерывным временем, называемых потоками, состояние системы определено для каждого момента времени на вещественной или комплексной оси. Каскады и потоки изучаются символической и топологической динамикой.
Динамическая система является по существу автономной системой дифференциальных уравнений, заданной  в некоторой области. Положения равновесия динамической системы соответствуют особые точки дифференциального уравнения, а замкнутые  фазовые кривые – его периодическим решениям.
Теория динамических систем занимается исследованием кривых, определяемых дифференциальными уравнениями. Фазовое пространство разбивается на траектории и исследуется предельное поведение этих траекторий, тем самым проводится поиск и классификация положений равновесия системы. Т.е., теория динамических систем наглядно изучает эволюцию систем во времени в виде геометрических образов.
В настоящее время фазовые портреты на компьютере – атрибут почти любого исследования. Экспериментаторы получают фазовые портреты на экране осциллографа.
Фазовый портрет является средством анализа динамических процессов и систем. Метод «фазового портрета» дает возможность выявить стационарные состояния системы и характер ее динамики при отклонении от них. Метод применяется:
– в технике для анализа и предсказания поведения физических систем различной сложности;
– в экологии для анализа динамики численности популяций;
– при моделировании отклика связанных клеток на воздействие микроволнового излучения низкой интенсивности;
– в задаче изучения воздействия космофизических факторов на сердечную деятельность;
– в социальной экологии при изучении взаимосвязи живых организованных систем с окружающим миром во времени и пространстве.
Благодаря посещению различных областей в трехмерном пространстве фазовая траектория может «запутываться», что приводит к возникновению хаотических решений. Основной атрибут хаоса – наличие очень сильной зависимости режима от начальных условий. В результате даже очень малое различие в начальных состояниях системы со временем приводит к существенно разному поведению (эффект бабочки – гибель бабочки при путешествии во времени приводит к существенным историческим последствиям). Такими явлениями занимается теория хаоса, как развитие теории динамических систем.
Для задания динамической системы необходимо описать ее фазовое пространство , множество времени  и некоторое правило, описывающее движение точек фазового пространства во времени.
Например, система дифференциальных уравнений


задает динамическую систему с непрерывным временем, называемую «гармоническим осциллятором». Ее фазовым пространством является плоскость (х, v), где v – скорость т. . Гармонический осциллятор моделирует разнообразные колебательные процессы. Его фазовыми кривыми являются эллипсы с центром в нуле.
Теория динамических систем получила развитие в конце 19-начале 20 вв. на основе теории дифференциальных уравнений. Одним из фундаментальных положений теории динамических систем является понятие «обратной связи» и формирование принципа управления по отклонению фактического состояния управляемого объекта от заданного.
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Рис. 13. Обратная связь и принцип управления в динамических системах. (V – возмущение, И – сигнал управления)

Для биологических систем «обратная связь» означает обеспечение устойчивости и поддержание гомеостаза. Вопросы управления в биологических и медицинских системах изучает биологическая и медицинская кибернетика, созданная  на основе теории динамических систем, теории информации и статистических методах исследования.
Теория динамических систем имеет прямое отношение к проблемам организации биологических структур и конкретно, к физиологии. Например, нервная система рассматривается не как статическое образование, а как живая система, изменяющая свою внутреннюю структуру по мере накопления опыта. Причем, главное значение теории динамических систем заключается не только в ее влиянии на физиологию, но и в новых возможностях лечения и даже полного уничтожения человеческих недугов. Так, на основе новейших методов усиления и преобразования нервных импульсов была исследована возможность регистрации входящих и выходящих сигналов на высших уровнях нервной системы, минуя сенсорные органы и мышечные эффекты. Данные исследования особо важные для создания искусственных органов.
Аналогичные методы развиваются и в терапии. Разработан новый метод лечения диабета, суть которого состоит в непрерывном измерении уровня глюкозы в крови. Инсулин вводится не в определенные часы, а только в моменты, когда возникает реальная физиологическая потребность. Искусственный гомеостаз подобного рода заложен и в конструкции искусственного стимулирования сердечной деятельности.
Теории динамических систем применяется и для исследования биоритмов и управления ими, а также в других областях медицины и биологии.
В данном параграфе приведены лишь некоторые математические методы моделирования, наиболее часто используемые. Для решения специальных задач моделирования, в каждом конкретном случае, с учетом целей и задач моделирования используются и другие методы.
[bookmark: _Toc341106996][bookmark: _Toc341550820]2.9. Моделирование на основе аналогий 
с процессами в электрических цепях


В биологии и физиологии получил широкое распространение метод моделирования, основанный на том, что в условиях, значительно различающихся по сложности, некоторые процессы протекают примерно одинаково и их изучение удобно проводить на модели.
Многие динамические системы различной физической природы, описываемые одними и теми же дифференциальными уравнениями, могут быть изучены на основе моделей прямой аналогии. Многие модели могут быть построены на соответствии описывающих их уравнений процессам в электрическим цепях. Например, в модели гемодинамики напряжение и электрический ток модели соответствуют давлению и скорости кровотока, а таким параметрам, как сопротивление, емкость и индуктивность соответствуют гидравлическое сопротивление, эластичность сосудов и инерционные свойства столба крови. Построение модели в этом случае заключается в составлении электрической схемы, содержащей статические и динамические элементы, процессы в которой аналогичны моделируемой системе. Многие особенности электрического и даже электрофизиологического поведения биологических тканей можно объяснить путем анализа их эквивалентных электрических схем.
Пассивные электрические свойства биологических жидкостей и тканей изучаются методами кондуктометрии. Эти свойства изменяются под действием различных физических и химических факторов, внешней и внутренней среды организма, температуры, объема и концентрации электролитов, содержания форменных элементов крови, изменения структурных параметров тканей и др. В свою очередь параметры внутренней среды подвержены регулирующим влияниям со стороны центральной и вегетативной нервной системы, гуморальной системы организма и других функциональных систем. Изменения электрических свойств тканей возникает при патологических изменениях в тканях и функциональных системах и несут информацию о возможных отклонениях.
Возможны три основных типа электропроводности, обусловленные тремя видами носителей тока.
1. Электронами или дырками (электронная проводимость, проводимость первого рода).
2. Отрицательными или положительными ионами (ионная проводимость, проводимость второго рода).
3. Заряженными частицами в дисперсных средах и коллоидных растворах (электрофоретическая проводимость, проводимость третьего рода).
Измерения электропроводности в биологии и медицине используют для характеристики свойств живой материи; изменений, связанных с функциональным состоянием и при изучении структуры биологической ткани.
Биологическая ткань состоит из клеток и межклеточного пространства, заполненного веществом – электролитом с удельным сопротивлением около 100 омсм. Внутреннее содержимое клетки отделено от межклеточного пространства мембраной, эквивалентная электрическая схема которой представляет собой параллельное соединение сопротивления и емкости. Поэтому электропроводность биологических тканей зависит от частоты проходящего тока и формы его колебаний.
При работе с живыми тканями на переменном токе следует учитывать, что сопротивление биологических тканей имеет активную и реактивную составляющие. Кроме того сопротивление биотканей на заданной частоте изменяется с изменением их физиологического состояния, а так же  наблюдается дисперсия электрического сопротивления при изменении состояния ткани от нормы к патологическому состоянию, вплоть до отмирания. Дисперсия электропроводности – это явление зависимости полного или удельного сопротивления живой ткани от частоты переменного тока. Графики зависимости называются дисперсионными кривыми. Их строят в прямоугольной системе координат «сопротивление–частота» в логарифмическом масштабе. Явление дисперсии присущее только живым тканям, более выражено на частотах до 1 мГц и используется для оценки состояния и жизнеспособности тканей. Явление дисперсии связывают с наличием в живых тканях поляризации, которая с увеличением частоты меньше влияет на полное сопротивление. Для оценки физиологического состояния объекта исследования более надежными следует считать данные, характеризующие крутизну дисперсии электропроводности. Крутизна дисперсии может быть выражена коэффициентом дисперсии, равным отношению величины сопротивления,  измеренного на низкой частоте к величине сопротивления, измеренного на высокой частоте, которое будет определяться только свойствами ткани. При умирании ткани коэффициент стремится к единице. 
Удельное сопротивление и емкость мембраны клетки составляют величины порядка 1 кОмсм2 и 1 мкф/см2. Некоторые биологические ткани способны отвечать возбуждением на проходящий ток. В этом случае их электропроводность нелинейно зависит от амплитуды тока. Если возбуждения не возникает, то токи распространяются в ткани в соответствии с импедансом ее компонентов. Клеточная мембрана представляет относительно большое сопротивление для токов низкой частоты (f < 1 кГц), поэтому и основная часть проходит по межклеточным  щелям. Амплитуда низкочастотных токов пропорциональна объему межклеточного пространства (например, просвету кровеносных сосудов) и концентрации электролитов в нем. Измерение электропроводности биологических тканей на низких частотах используют для определения кровенаполнения различных органов и выявления отеков, при которых уменьшается межклеточное пространство. Электропроводимость, измеренная на частотах, больших 100 кГц пропорциональна общему количеству электролитов, содержащихся в ткани между электродами, т.к. в этом случае клеточные мембраны не препятствуют распространению электрического тока. Такие частоты используют для регистрации малых изменений объемов органов и оценки структуры тканей.
Эквивалентные электрические схемы, состоящие из комбинаций омического и емкостного сопротивления, могут моделировать электрические параметры клеток и тканей. Присутствие в биологических системах емкостных элементов вызывает сдвиг фаз, который невозможен, если имеется только омическое сопротивление. В системах, имеющих и емкостное и омическое сопротивления, угол сдвига фаз определяется соотношением между ними и для биологических систем остается постоянным при изменении частоты в широких пределах. При последовательном соединении омического сопротивления и емкости электрический импеданс и тангенс угла сдвига фаз равны:


,  ,
где 	R – омическое сопротивление;
 – круговая частота;
C – емкость.
При параллельном соединении


,   .
Величина тангенса угла сдвига фаз является наиболее существенным показателем, определяющим и функциональное состояние ткани.
Структура и количество элементов эквивалентной электрической схемы определяется типом моделируемой биологической ткани, органа или участка тела, целью исследования и видом решаемых задач. Чем более точна и полна модель, тем она более сложна в реализации. На рис. 14 показаны некоторые схемы эквивалентного сопротивления клетки в любой живой ткани и организма в целом. Для описания и моделирования практически любого процесса, явления или биологического объекта может быть составлено несколько различных эквивалентных схем. При построении моделей динамических систем параметры некоторых элементов схемы могут задаваться как функция переменных, одной из которых является время. Например, при построении модели артериальной части сосудистой системы.
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Рис. 14. 

При составлении эквивалентных электрических схем биологического объекта, состоящего из  различных видов тканей и ее анализе, следует учитывать возможность использования  многочастотных сигналов зондирующего тока для анализа тканей, т.к. для каждой ткани существует определенный диапазон частоты тока, при котором она имеет минимальное удельное сопротивление.
Возможность применения импедансных методов в медицине и электрических эквивалентных схем при исследовании физиологических систем организма и процессов, в них происходящих; основана на том, что почти все проявления жизнедеятельности организма сопровождаются изменениями диэлектрических и проводящих свойств органов и тканей. Данный метод и модели могут быть использованы для регистрации параметров дыхания, кровообращения, шумов сердца, состояния сосудов, мышц, костной ткани, для диагностики при заболеваниях и повреждениях многих органов и тканей. Он незаменим при разработке БТС, во входные цепи которых включены биологические ткани.
Использование эквивалентных электрических схем технических устройств (механического, гидравлического, электрического и других типов) в качестве модели, значительно сокращает и упрощает процесс расчета и  конструирования этих устройств.
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