[bookmark: _Toc378798947][bookmark: _Toc472934544][bookmark: _Toc378798948]Глава VIII Численное решение задачи Коши для дифференциальных уравнений первого порядка

8.1.	Постановка задачи. Вводные замечания
Пусть дано дифференциальное уравнение:

.




Решением дифференциального уравнения называется функция , которая после её подстановки в уравнение превращает его в тождество.


Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения порядка n содержит n произвольных постоянных , и общее уравнение имеет вид .
Частное решение дифференциального уравнения получается из общего, если произвольным постоянным придать определенные значения.
Для выделения частного решения из общего нужно задавать столько дополнительных условий, сколько произвольных постоянных в общем решении, т.е. каков порядок уравнения.
В зависимости от способа задания дополнительных условий для получения частного решения дифференциального уравнения существует два типа задач: задача Коши и краевая задача. Если условия задаются в одной точке, то это задача Коши, если более чем в одной точке, то это краевая задача.



Разработано много различных приемов нахождения решений дифференциальных уравнений через элементарные функции. Однако весьма часто при решении прикладных задач эти методы либо неприменимы, либо их применение очень трудоемко. По этой причине для решения дифференциальных уравнений созданы приближенные методы. Самым распространенным приближенным способом решения дифференциальных уравнений является метод конечных разностей. Его сущность состоит в следующем: область непрерывного изменения аргумента заменяется дискретным множеством точек, называемых узлами. Эти узлы составляют разностную сетку. Искомая функция непрерывного аргумента приближенно заменяется функцией дискретного аргумента на заданной сетке. Эта функция называется сеточной. Исходное уравнение заменяется разностным уравнением относительно сеточной функции.
[bookmark: _GoBack]Такая замена называется аппроксимацией дифференциального уравнения на сетке. Таким образом, решение дифференциального уравнения сводится к отысканию значений сеточной функции в узлах сетки.



Решение задачи Коши для дифференциального уравнения первого порядка , заключается в отыскании функции , удовлетворяющей этому уравнению и начальным условиям , где  – заданные числа.
Самые распространенные разностные методы решения поставленной задачи: метод Эйлера и метод Рунге-Кутта.

8.2.	Задача Коши. Метод Эйлера



Требуется найти функцию , удовлетворяющую уравнению  (8.1) и принимающую при x=x0 заданное значение (8.2) При этом будем считать, что решение нужно получить для значений x>x0.


В данном случае воспользуемся разностным методом. Для этого введем последовательность точек x0, x1, … и шаги hi=xi+1-xi (i=0,1,…). В каждой точке xi, называемой узлом, вместо значений функции введем числа yi, которые аппроксимируют точное решение  на данном множестве точек.
Построенную таким образом функцию yi={xi,yi} (i=0,1,…), называют сеточной функцией.

Далее, заменяем значения производной в уравнении (8.1) отношением конечных разностей, и осуществляем переход от дифференциальной задачи (8.1), (8.2) относительно функции  к разностной задаче относительно сеточной функции:

 (8.3)

 (8.4)
Разностное уравнение (8.3) записано в общем виде, конкретное выражение его правой части зависит от способа аппроксимации производной. Для каждого численного метода получается свой вид уравнения (8.3).
На основании анализа вида разностного уравнения можно провести некоторую классификацию численных методов решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений.





Если в правой части уравнения (8.3) отсутствует , т.е. значение , явно вычисляется по k предыдущим значениям , то разностная схема называется явной. При этом получается k-шаговый метод: k=1 – одношаговый, k=2 – двухшаговый, т.е. при k=1 для вычисления  используется лишь одно ранее найденное значение на предыдущем шаге .


Если в правой части уравнения (8.3) есть  – неявная схема, то уравнение (8.3) решают относительно  с помощью итерационных методов.

Один из самых простых численных методов решения задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения – это метод Эйлера. Он основан  на разложении функции Y(x) в ряд Тейлора, в окрестностях узлов x=xi (i=0,1,…), в котором отбрасываются все члены, содержащие производные второго и более высоких порядков. Запишем это разложение в виде:   (8.5)


Заменяем значение функции Y в узлах xi значениями сеточной функции yi  и используем уравнение , получаем 




Для простоты будем считать узлы равноотстоящими, т.е.  (i=0,1,…). Учитывая введенные обозначения и пренебрегая членами порядка O(h2), из равенства (8.5) получаем   (8.6) Получение значений искомой функции  заключается в циклическом применении формулы (8.6).
Построенный алгоритм называется методом Эйлера. Разностная схема этого метода представлена соотношениями (8.6). Они имеют вид рекуррентных формул, с помощью которых значения сеточной функции yi+1  в любом узле xi+1 вычисляется по ее значению yi  в предыдущем узле xi. В связи с этим метод Эйлера относится к явным одношаговым методам.

Метод Эйлера для систем дифференциальных уравнений имеет следующий вид: 

где .

8.3.	Метод Рунге-Кутта
Этот метод наиболее распространен и основан на вычислении значения функции в четырех точках, что позволяет добиться большой точности.
На каждом шаге вычисления выполняются по формуле:


, где ,




 Этот метод требует большого объема вычислений, но обладает повышенной точностью.
Формула Рунге-Кутта для решения системы дифференциальных уравнений:

;


, где ,
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