[bookmark: _Hlk56195810]Основные предельные теоремы
1. [bookmark: _Toc421999516][bookmark: _Hlk56195864]Отклонение относительной частоты от постоянной вероятности




Пусть  – случайное событие по отношению к некоторому испытанию. Предположим, что это испытание произведено  раз и при этом событие  произошло в  случаев. Тогда отношение 



называется относительной  частотой события .
	Пример. Французский естествоиспытатель Бюффон подбросил монету 4040 раз, и при этом герб выпал в 2048 случаях. Следовательно, относительная частота выпадения герба в данной серии испытаний равна

.



	Мы рассматриваем последовательности независимых испытаний на предмет появления какого-то одного интересующего нас случайного события, поэтому рассуждения будем проводить в рамках уже известной нам схемы Бернулли. Итак, мы имеем  независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события равна , где .


	Абсолютная  величина отклонения относительной частоты появления события от вероятности появления события не превысит сколь угодно малого положительного числа , приближенно равна удвоенной функции Лапласа при  


	Пример. Найти вероятность того, что при повторении опыта Бюффона относительная частота появления герба отклонится от вероятности появления герба по абсолютной величине не более чем в опыте Бюффона.





	Решение. Опыт Бюффона описан в примере 1. Количество испытаний . Вероятность выпадения герба при одном бросании монеты , как один из двух возможных результатов, согласно классической вероятностной модели. Тогда . Величину   найдём как разность .


Обозначим   -  число появлений герба при повторении опыта Бюффона, т.е. при  подбрасываниях монеты. Тогда



.
Таким образом, относительная частота появления события будет иметь большее отклонение от вероятности события, чем в опыте Бюффона, более чем в половине попыток повторения этого опыта.
2. [bookmark: _Toc421999517][bookmark: _Hlk56195952]Закон больших чисел

Говорят, что последовательность случайных величин  с конечными математическими ожиданиями удовлетворяет закону больших чисел (ЗБЧ), если


 	при	,

т.е. разность между средним арифметическим случайных величин и средним арифметическим их математических ожиданий стремится к нулю при больших .
Законами больших чисел принято также называть утверждения о том, при каких условиях последовательность случайных величин удовлетворяет закону больших чисел. Прежде, чем формулировать эти утверждения, запишем два важных неравенства, которые принято относить к одному классу неравенств Чебышёва.


Теорема 1. Пусть  с вероятностью 1. Тогда для любого 



Теорема 2 (Неравенство Чебышёва). Для произвольной случайной величины , имеющей математическое ожидание, справедливо неравенство






Пример. Устройство состоит из  независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого элемента за время  равна . С помощью неравенства Чебышёва оценить вероятность того, что абсолютная величина разности между числом отказавших элементов и средним числом (математическим ожиданием) отказов за время  окажется не менее двух.


Решение. Обозначим через  дискретную случайную величину — число отказавших элементов за время . Эта случайная величина имеет биномиальное распределение. Тогда




Воспользуемся неравенством Чебышёва





Подставляя в него ,  и , получаем

.



С помощью неравенства Чебышёва мы имеем возможность оценивать вероятности различных отклонений , зная лишь  и . В качестве одного из первых применений этого неравенства можно получить так называемый закон больших чисел в форме Чебышёва.





Теорема 3 (Закон больших чисел в форме Чебышёва). Пусть  — независимые одинаково распределенные случайные величины с математическим ожиданием  и конечной дисперсией , . Тогда для любого 


 	при	
Из неравенства Чебышёва следует, что


 	и 	.
Пример. Предположим, что мы решили измерить диаметр лунного диска, используя фотографии луны, полученные с помощью телескопа. Вследствие атмосферных помех замеры фотографий, сделанных в разное время, дадут разные результаты. 








Пусть  означает отклонение замера от истинного значения, равного в некотором масштабе . И пусть , . Проведем подряд  независимых друг от друга замеров и обозначим . Тогда, как мы видели, , . 


Так как дисперсия среднего арифметического всех наблюдений уменьшается с ростом числа наблюдении, то величину  естественно оценивать с помощью .




Сколько надо сделать наблюдений, чтобы  с вероятностью, большей ? То есть, чтобы выполнялось  или . 

По неравенству Чебышёва  .




Значит, если  выбрать таким, чтобы , то требуемое неравенство будет выполнено. Отсюда с учётом   получаем .
Замечание.  Как будет показано позже, оценка в последнем примере является довольно грубой.
Сформулируем ещё несколько форм закона больших чисел.

Теорема 4 (Закон больших чисел для схемы Бернулли). Для любого 


 	при	



Теорема 5 (Закон больших чисел в форме Маркова). Пусть  — последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин и пусть . Тогда


 	при	.




Теорема 6 (Закон больших чисел в форме Хинчина). Пусть  — последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин, имеющих математическое ожидание  и пусть . Тогда 


 	при	
3. [bookmark: _Toc421999518]Центральная предельная теорема





Теорема 7 (Центральная предельная теорема). Пусть имеется последовательность независимых и одинаково распределённых случайных величин , имеющих математические ожидания  и конечные дисперсии . Рассмотрим случайную величину  и пронормируем её .


Функция распределения случайной величины  при стремится к функции стандартного нормального распределения


 	при	.
Существует эквивалентная форма записи центральной предельной теоремы:


 		при	.
	Пример . Вернёмся к примеру 4 и оценим вероятность  другим способом





.

По условию задачи, отсюда





Ближайшее табличное значение функции Лапласа , значит




С учётом , 			      

окончательно			      .
Следовательно, понадобится менее 670 наблюдений, что гораздо меньше 10000, как было получено в примере 4. Значит, мы получили более точную оценку.


Если применить центральную предельную теорему к схеме Бернулли, для которой в каждом испытании  и , мы получим следующее утверждение


 		при	.

То есть при больших  биномиальное распределение стремится к стандартному нормальному распределению.
Вопросы для самопроверки
1) Что такое относительная частота события?
2) В чём состоял опыт Бюффона и каковы его результаты?
3) Эквивалентны ли понятия частота события и вероятность события?
4) В чём заключается закон больших чисел?
5) Запишите два неравенства Чебышёва.
6) Какие формы закона больших чисел вам известны (перечислите)?
7) В чём заключается центральная предельная теорема?
8) Сформулируйте локальную теорему Муавра-Лапласа.
9) Сформулируйте интегральную теорему Муавра-Лапласа.
10) Для каких распределений и при каких условиях применяются приближённые формулы Лапласа?
Упражнения
1. Случайная величина Х может принимать только неотрицательные значения, а ее среднее значение равно 100. С помощью леммы Чебышева оцените снизу вероятность того, что в результате опыта величина Х примет значение, меньше 120.
2. Среднее значение веса изделия данного вида равно 50 г. С помощью леммы Чебышева оцените снизу вероятность того, что наудачу взятое изделие имеет вес меньше 90 г.
3. Среднее значение скорости ветра у Земли в данной местности равно 20 м/с. С помощью леммы Чебышева оцените снизу вероятность того, что при одном наблюдении данной местности скорость ветра окажется меньше 80 м/с.
4. Среднее значение начальной скорости снаряда равно 500 м/с. Какие начальные скорости снаряда следует ожидать с вероятностью, не меньше 0,5?
5. Оцените вероятность того, что при 1200 независимых бросаниях игральной кости одно очко выпадет менее 800 раз.
6. Средняя температура в квартире в период отопительного сезона равна 200 С, а среднее квадратическое отклонение равно 20 С. С помощью неравенства Чебышева оцените снизу вероятность того, что температура в квартире отклонится от среднего значения по абсолютной величине менее чем на 40 С.
7. Вероятность рождения девочки приблизительно равна 0,485. Оцените снизу  вероятность того, что число девочек среди 3000 новорожденных будет отличаться от математического ожидания этого числа по абсолютной величине менее чем на 55 девочек.
8. Вероятность получения с конвейера изделия высшего качества равна 0,6. Оцените вероятность того, что среди 600 изделий, полученных с конвейера, содержится от 340 до 380 изделий высшего качества. Оценку произведите, используя : а) неравенство Чебышева; б)  интегральную формулу Лапласа.
9. Случайная величина имеет математическое ожидание равное 1 и дисперсию равную 0,04. С помощью неравенства Чебышева оцените вероятность неравенства 0,5<X<1,5.
10.  С помощью неравенства Чебышева, найдите вероятность того, что частота появления герба при 200 бросаниях монеты отклонится от вероятности не более чем на 0,01. Сравните с вероятностью, полученной с помощью применения интегральной формулы Лапласа.
11.  Вероятность некоторого события А в каждом из n независимых испытаний равна . . С помощью неравенства Чебышева оцените вероятность того, что частота этого события отклонится от его вероятности по абсолютной величине менее чем на 0,01, если будет произведено: а) 9000 испытаний; б) 75000 испытаний. Сравните полученные оценки с результатами применения интегральной формулы Лапласа.
12. Длина изготавливаемых изделий представляет случайную величину, среднее значение которой равно 90 см. Дисперсия этой величины равна 0,0225. Оцените вероятность того, что: а) отклонение длины изготовленного  изделия от ее среднего значения по абсолютной величине не превзойдёт 0,4 см; б) длина изделия выразится числом, заключенным между 89,7 и 90,3. 
13. Оцените вероятность того, что отклонение любой случайной величины от ее математического ожидания будет по абсолютной величине: а) не более 2 средних квадратических отклонений; б) не более 3 средних квадратических отклонений (правило «трех сигм»); в) не более 4 средних квадратических отклонений.
14. Дисперсия каждой из 1000 независимых случайных величин равна 4. Оцените вероятность того, что отклонение средней арифметической этих случайных величин от средней арифметической их математических ожиданий по абсолютной величине окажется меньше чем 0,2.
15. Применим ли закон больших чисел к последовательности независимых случайных величин x1, x2, …, xn, … равномерно распределена на отрезке: а) [0, n]; б) [0, 1]; в) ].
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