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1.1.	Этапы решения задачи 
Область математики, которая призвана давать методы, приводящие к числовому результату и пути использования для этих целей вычислительной техники, называется вычислительной математикой.
Главная задача вычислительной математики – фактическое нахождение решения с приближенной точностью. С помощью математического моделирования решение прикладной задачи сводится к решению математических задач, для их решения используются следующие методы: 
1. Графические методы позволяют оценить порядок искомой величины. Основная идея графических методов состоит в том, что решение находится путём геометрических построений.
2. Аналитические методы позволяют решение задачи выразить с помощью формул. 
3. Численные методы позволяют свести решение задачи к выполнению конечного числа арифметических действий над числами, при этом результат всегда получается в числовой форме. Главная задача численных методов – фактическое нахождение решения с приближенной точностью. Численные методы должны обладать одним важным качеством – не вносить в вычислительный процесс значительных погрешностей. 
Анализ погрешностей является частью процесса решения задачи. Возникновение, накопление и распространение ошибок проходят через все этапы решения задачи, начиная с получения значений исходных данных. Процесс решения задач с использованием ЭВМ состоит из следующих этапов (рис. 1.1):
1) постановка задачи и построение математической модели (этап моделирования);
2) выбор метода и разработка алгоритма (этап алгоритмизации);
3) запись алгоритма на языке программирования (этап программирования);
4) отладка и исполнение программы на ЭВМ (этап реализации);
5) анализ полученных результатов (этап интерпретации).
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Рис. 1.1 Этапы решения задачи на ЭВМ

Рассмотрим подробнее этапы решения задачи. Задача изначально связана с реальными объектами, а не с идеальными. В связи с этим решение задачи, как правило, начинается с описания исходных данных и целей на математическом языке. Точную формулировку условий и целей решения задачи называют математической постановкой задачи. Выделяя наиболее существенные свойства реального объекта или процесса, мы описываем их с помощью математических соотношений. Этот этап называют моделированием – самый сложный и важный этап решения задачи. Если математическая модель достаточно грубо отражает рассматриваемый процесс, то найденные значения не будут отвечать условиям задачи.
Далее мы выбираем метод решения задачи, и составляет алгоритм. Данный этап называют этапом алгоритмизации. На этом этапе трудность возникает при выборе метода. После этапа алгоритмизации следует этап программирования – запись алгоритма решения задачи на языке программирования. 
Далее следует отладка и тестирование программы, после которых следует этап исполнения программы и получения результатов, данный этап называют этапом реализации.
Окончательный этап решения задачи – этап анализа полученных результатов. На этом этапе происходит осмысление полученных результатов, сопоставление их с результатами контрольного просчета, а также с данными, полученными экспериментальным путем.

1.2.	Погрешности
Точность расчетов, выполняемых на ЭВМ, всегда объективно ограничена. Эти ограничения связаны с невозможностью представления в машине всего множества действительных чисел. В ЭВМ в основном используется два способа представления чисел: с фиксированной точкой и в форме с плавающей точкой. Характерной особенностью машинного представления чисел, в любой форме, является конечность разрядной сетки, в которой хранятся числа в машине.
Десятичные числа с фиксированной точкой – это привычная для нас форма записи чисел: 5; -10; 175.12; 0.00093 и т.д.


При решении прикладных задач в основном используются действительные числа. Для их представления используется форма с плавающей точкой. Десятичное число  в этой форме записи имеет вид , где m – мантисса числа и n – его порядок. Например, число ‑263.9 можно записать в виде: 
-2639*10-1; -2.639*102;-0.2639*103.
Последняя запись – нормализованная форма числа с плавающей точкой. То есть, если представить мантиссу числа в виде m=0.d1d2…dk, то при d1≠0 получим нормализованную форму числа с плавающей точкой.
Мерой точности приближенных чисел является погрешность. Различают два вида погрешностей – абсолютную  и относительную . 

Пусть  – точное значение какой-либо величины, которое, как правило, неизвестно, и  – её приближенное значение, найденное каким-либо способом.





Абсолютной погрешностью  приближенного значения называется абсолютная величина разности между соответствующим точным значением  и его приближенным значением , то есть  (1.1).
Здесь следует различать два случая:
1) число A нам известно, тогда абсолютную погрешность  легко определить по формуле (1.1);
2) число A нам неизвестно, что бывает чаще всего и, следовательно, мы не можем определить абсолютную погрешность  по формуле (1.1).
В этом случае вместо неизвестной теоретической абсолютной погрешности  вводят её оценку сверху, так называемую предельную абсолютную погрешность.







Предельная абсолютная погрешность  является верхней оценкой абсолютной погрешности приближенного значения , т.е. . В дальнейшем значение  принимается в качестве абсолютной погрешности приближенного значения . В этом случае истинное значение  находится в интервале .


Далее для приближенного числа, полученного в результате округления, предельную абсолютную погрешность  будем принимать равной половине единицы последнего разряда числа, например a=0.734, тогда =0.0005.

В записи приближенного числа, полученного в результате измерения, обычно отмечают его предельную абсолютную погрешность .

Пример: если длина отрезка l=210 см с точностью до 0.5 см, то пишут .
Абсолютная погрешность недостаточна для характеристики точности измерения или вычисления. 


Пример: если при измерении длин двух стержней получены результаты  и  то, несмотря на совпадение предельных абсолютных погрешностей, качество первого измерения выше, чем второго.
Абсолютная погрешность является количественной характеристикой измерения или вычисления. За качественную оценку измерения или вычисления отвечает относительная погрешность числа.






Относительной погрешностью  приближенного значения величины  называется отношение абсолютной погрешности  этого значения к модулю соответствующего точного значения ():



, так как чаще всего  неизвестно, то  (1.2).
На практике, как правило, приходится иметь дело с приближенными числами, представляющими собой конечные десятичные дроби


. 


Все сохраняемые десятичные знаки называются значащими цифрами приближенного числа a, причем возможно, что некоторые из них равны нулю (за исключением ).
Значащей цифрой числа считается любая цифра в его десятичной записи, отличная от нуля и нуль, если он содержится между значащими цифрами или является представителем сохраненного разряда.
Пример: 0.002080, в этом числе первые три нуля не являются значащими цифрами, так как они служат только для установления десятичных разрядов других цифр. Два других нуля являются значащими цифрами, так как первый их них находится между значащими цифрами 2 и 8, а второй, указывает, что в приближенном числе сохранен десятичный разряд 10-6. В случае если в данном числе 0.002080 последняя цифра не является значащей, то это число должно быть записано в виде 0.00208. С этой точки зрения числа 0.002080 и 0.00208 не равноценны, так как первое из них содержит четыре значащих цифры, а второе – три значащих цифры.
Под верной цифрой числа, понимается его значащая цифра, если абсолютная погрешность этого числа не превосходит половины единицы разряда, в котором стоит данная значащая цифра.
Пример: x=0.1243; =0.0001
1: 0.05>0.0001 Истина
2: 0.005>0.0001 Истина
4: 0.0005>0.0001 Истина
3: 0.00005>0.0001 Ложь
В числе x=0.1243 три верных цифры.

1.3.	Оценка погрешностей результатов при выполнении операций над приближенными числами
1. Абсолютная погрешность суммы приближенных чисел не превышает суммы абсолютных погрешностей этих чисел:



.
Следствие: за предельную абсолютную погрешность алгебраической суммы можно принять сумму предельных абсолютных погрешностей слагаемых.
Пример: x1=0.305 и x2=4.594. Найти погрешность суммы этих чисел.
u=0.305+4.594=4.899 x1=0.0005 и x2=0.0005, тогда погрешность суммы этих чисел будет равна u=x1+x2=0.0005+0.0005=0.001.
2. Абсолютная погрешность разности приближенных чисел не превышает суммы абсолютных погрешностей уменьшаемого и вычитаемого:

.
Замечание о потери точности при вычитании двух близких чисел.

Если приближенные числа x1 и x2 достаточно близки друг к другу и имеют малые абсолютные погрешности, то их разность u=x1-x2 будет числом малым. Из формулы  вытекает, что относительная погрешность в этом случае может быть весьма большой, в то время как относительные погрешности уменьшаемого и вычитаемого остаются малыми, то есть происходит потеря точности.
Пример: x1=47.132 и x2= 47.111, у x1 и x2  – все знаки верные.
u=47.132-47.111=0.021
x1=0.0005 и x2=0.0005, следовательно u=x1+x2=0.001
Найдем верные знаки разности u
2: 0.005>0.001: цифра 2 – верная
1: 0.0005>0.001: цифра 1 – сомнительная	одна верная цифра.

;

;

.
u в 5000 раз больше x1 и x2.
3. Относительная погрешность частного не превышает суммы относительных погрешностей делимого и делителя:

.
4. Относительная погрешность произведения нескольких приближенных чисел, отличных от нуля, не превышает суммы относительных погрешностей этих чисел:

.
5. Относительная погрешность m-й степени числа в m раз больше относительной погрешности самого числа:

.
6. Относительная погрешность корня m-й степени неотрицательного числа в m раз меньше предельной относительной погрешности подкоренного числа:

.
Общее правило оценки погрешности функции:
1) y=f(x), xa, y=dy (y – приращение функции можно заменить дифференциалом). 
y=f(a)a
2) y=f(x,y,z), xa, yb, zc
y=f(a,b,c)a+f(a,b,c)b+f(a,b,c)c
Пример: найти абсолютную и относительную погрешности площади круга.
S=R2
S=R2+2RR



1.4.	Источники погрешностей
На общую погрешность задачи влияет множество различных причин. Пусть S – точное значение результата решения задачи. Из-за несоответствия построенной математической модели реальной ситуации, а также по причине неточности исходных данных вместо S будет получен результат, который обозначим S1. Образовавшаяся погрешность 1=S-S1 не может быть далее устранена (неустранимая погрешность).
Приступив к решению задачи в рамках математической модели, мы выбираем приближенный метод и тем самым допускаем новую погрешность, приводящую к получению результат S2. Погрешность 2=S1-S2 называют погрешностью метода.
Действия над числами вносят дополнительную погрешность. Это обстоятельство, а также неизбежность округлений приводят к получению результата S3, отличающего от S2 на величину вычислительной погрешности 3=S2-S3.
Наличие в формулах числовых параметров, значения которых могут быть определены лишь приближенно, также вносит в конечный результат погрешность.
Полная погрешность  получается, как сумма всех погрешностей.
При решении конкретных задач некоторые виды погрешностей могут отсутствовать или влиять на окончательный результат незначительно. Тем не менее, при решении задач нужно учитывать все погрешности.
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