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1. [bookmark: _Toc421999480][bookmark: _Hlk56194632]Понятие и типы случайных величин. Функция распределения







Случайной величиной называется числовая функция, определенная на множестве  элементарных событий случайного эксперимента. В теории вероятностей случайные величины обычно обозначают греческими буквами , ,  и др. или прописными латинскими , ,  и др.


Формализуем и уточним приведённое выше определение. Пусть  – пространство элементарных событий, отвечающее некоторому эксперименту. Тогда числовая функция, заданная на 

R
называется случайной величиной, если 


 R 	 измеримо (т.е. является событием).

	Замечание. Если  – дискретно, т.е. не более чем счётно, то всякая числовая функция является случайной величиной.

[image: ]

Рисунок 6. Случайная величина как функция .
Вообще говоря, изучаются не сами случайные величины, а их распределения.

Функцией распределения случайной величины  называется функция

,
определённая на всём R.
	Функция распределения является полной характеристикой в том смысле, что, зная функцию распределения, можно найти вероятности любых событий, связанных со случайной величиной.
	Рассмотрим основные свойства функции распределения:
1. Ограниченность.

.
2. Монотонность. Если говорить более точно, функция является неубывающей.



Для любых  если , то .
3. Существуют пределы


 и .
4. Непрерывность слева.


Для любого  R 	.
5. 


Различаются следующие типы распределений:
1. Дискретное распределение.
2. Непрерывное распределение.
3. Сингулярное распределение.
4. Смешанное распределение.

Тот факт, что указанные типы распределений исчерпывают все возможные распределения, устанавливает следующая теорема:
Теорема 1 (теорема Лебега). Всякую неубывающую функцию можно представить в виде суммы трёх компонент: дискретной, абсолютно непрерывной и сингулярной.
Мы подробно остановимся на распределениях только первых двух типов: дискретных и непрерывных.
2. [bookmark: _Toc421999481][bookmark: _Hlk56194724]Распределение вероятностей дискретной случайной величины
Будем говорить, что случайная величина имеет дискретное распределение, если она принимает не более чем счётное множество значений. Также в этом случае саму случайную величину называют дискретной случайной величиной.





Дискретная случайная величина считается заданной, если указано конечное или счётное множество чисел , , … и каждому из этих чисел  поставлено в соответствие некоторое положительное число , причём .





Числа , , …  называются возможными значениями случайной величины , а числа , , …  – вероятностями этих значений.

Дискретное распределение удобно задавать таблицей, которую называют законом распределения, а также рядом распределения или распределением вероятностей дискретной случайной величины :
	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	





	Для наглядности закон распределения дискретной случайной величины изображают графически, для чего в прямоугольной декартовой системе координат строят точки с координатами  и соединяют их последовательно отрезками прямых. Получающаяся при этом ломаная линия называется многоугольником распределения случайной величины .

	Пример. Два стрелка делают по одному выстрелу в одну и ту же мишень. Вероятность попадания в цель для первого стрелка равна 0,5, для второго 0,4. Составить закон распределения и построить многоугольник распределения дискретной случайной величины  – числа попаданий в мишень.


	Решение. Два стрелка делают по одной попытке поразить мишень. Могут возникнуть три варианта: в мишень не попал никто, в мишень попал только один из стрелков: первый либо второй, в мишень попали оба стрелка.  Следовательно, случайная величина  может принимать три значения . Введём обозначения





Найдём вероятности всех значений случайной величины 












Теперь можно записать закон распределения 
	

	

	

	


	

	

	

	




Проверка: .
	Построим многоугольник распределения, изобразив на плоскости точки с координатами (0, 0.3), (1, 0.5) и (2, 0.2) 
[image: ]
Рисунок 7. Многоугольник распределения.
Согласно определению дискретного распределения, его функция распределения может быть найдена по таблице распределения следующим образом



Пример. Найти функцию распределения случайной величины  из примера 1 и построить её график.

Решение. Для решения используем найденный закон распределения дискретной случайной величины  и определение функции распределения. Рассмотрим несколько случаев


Если , то , поскольку значений, меньших нуля, случайная величина не принимает.



Если , то , т.к. случайная величина может принять значение 0 с вероятностью .




Если , то , т.к. случайная величина может принять значение 0 с вероятностью  или значение 1 с вероятностью , и оба они будут меньше 2.


Если , то , поскольку все значения случайной величины меньше любого числа, превосходящего 2, а сумма всех вероятностей равна 1.
Теперь мы можем записать функцию распределения


Построим график этой функции
[image: ]
Рисунок 8. Функция распределения.


График наглядно представляет, что функция распределения  является неубывающей, и её рост происходит только за счёт скачков.
Широко изучены следующие дискретные распределения:
1. Вырожденное распределение
2. Распределение Бернулли
3. Биномиальное распределение
4. Геометрическое распределение
5. Распределение Пуассона
6. Гипергеометрическое распределение
Рассмотрим подробно некоторые из них.
3. Основные законы распределения дискретных случайных величин
[bookmark: _Toc421999482][bookmark: _Hlk54293245]Биномиальный закон распределения. 





Схемой Бернулли называется последовательность независимых в совокупности испытаний, в каждом из которых возможно появление лишь двух элементарных событий: «успех» и «неудача», при этом успех в одном испытании происходит с вероятностью , а неудача — с вероятностью . Обозначим  вероятность того, что в  испытаниях произошло  успехов.

Теорема 2 (формула Бернулли). При любом  имеет место равенство

.


Набор чисел , где , называется биномиальным распределением вероятностей.










Говорят, что случайная величина  имеет биномиальное распределение с параметрами  N и , и пишут: , если  принимает значения  с вероятностями . Случайная величина с таким распределением имеет смысл числа успехов в  испытаниях схемы Бернулли с вероятностью успеха . Закон распределения  имеет вид
	

	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	

	





Например, количество выпавших шестёрок при двадцати подбрасываниях правильной игральной кости имеет биномиальное распределение . 




Частным случаем биномиального распределения при  является распределение Бернулли. Случайная величина  с таким распределением равна числу успехов в одном испытании схемы Бернулли. Принято обозначение  . Закон распределения  имеет вид
	

	

	


	

	

	





Пример. По мишени производится 4 независимых выстрела с вероятностью попадания при каждом выстреле . Найти закон распределения дискретной случайной величины , равной числу попаданий в мишень.

Решение. Возможные значение случайной величины . Соответствующие вероятности вычислим по формуле Бернулли















	Закон распределения  имеет вид
	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	




Проверка: .
[bookmark: _Toc421999483]Геометрическое распределение


Рассмотрим схему Бернулли с вероятностью успеха  в одном испытании. Введём случайную величину  со значениями 1, 2, 3, . . . , равную номеру первого успешного испытания.


Теорема 3. Вероятность того, что первый успех произойдёт в испытании с номером N = , равна 

.


Набор чисел  где , называется геометрическим распределением вероятностей. 








Говорят, что случайная величина  имеет геометрическое распределение с параметром , и пишут , если  принимает значения  
с вероятностями . Случайная величина с таким распределением имеет смысл номера первого успешного испытания в схеме Бернулли с вероятностью успеха . Закон распределения  имеет вид
	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	




Пример 4. Симметричная монета бросается до первого появления герба. Найти закон распределения случайной величины  - количества бросаний монеты.


Решение. Мы имеем дело с последовательностью независимых бросаний монеты с двумя возможными результатами. Такой эксперимент соответствует схеме Бернулли. Успехом будем считать выпадение герба, вероятность этого события . Тогда вероятность неудачи .
Вероятность того, что герб выпал при первом бросании, равна


Если герб выпал при втором бросании, значит при первом выпала решка, следовательно


Если герб выпал при третьем бросании, то первые два испытания закончились выпадением решки, отсюда



Продолжая аналогичные рассуждения до выпадения герба при бросании с номером , получаем вероятность


Число значений случайной величины  бесконечно, но не более, чем счётно. Эта случайная величина имеет геометрическое распределение, и её закон распределения имеет вид
	

	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	

	




Проверка: По формуле бесконечно убывающей геометрической прогрессии со знаменателем , находим сумму

.
[bookmark: _Toc421999484]Распределение Пуассона







Сформулируем теорему о приближённом вычислении вероятности иметь   успехов в большом числе испытаний Бернулли с маленькой вероятностью успеха . Термин «большое число» должен означать . Если при этом  остаётся неизменной, то вероятность получить любое заданное число успехов уменьшается до нуля. Необходимо чтобы вероятность успеха  уменьшалась одновременно с ростом числа испытаний. Но от испытания к испытанию вероятность успеха меняться не может (см. определение схемы Бернулли). Поэтому нам придётся рассмотреть так называемую «схему серий»: если испытание одно, то вероятность успеха в нём равна , если испытаний два, то вероятность успеха в каждом равна  и т.д. Вероятность успеха меняется не внутри одной серии испытаний, а от серии к серии, когда меняется общее число испытаний. 








 Теорема 4 (теорема Пуассона). Пусть и  так, что . Тогда для любого  вероятность получить  успехов в  испытаниях схемы Бернулли с вероятностью успеха  стремится к величине .





Набор чисел ,  где , называется распределением Пуассона с параметром .






Говорят, что случайная величина  имеет распределение Пуассона с параметром , и пишут , если  принимает значения  с вероятностями . 




Распределение Пуассона возникло в теореме Пуассона как предельное распределение для числа успехов в  испытаниях схемы Бернулли, когда число испытаний  увеличивается, а вероятность успеха  уменьшается обратно пропорционально . Поэтому распределение Пуассона называют иначе распределением числа редких событий.
Пример. Вычислительный центр состоит из 1000 мощных компьютеров. Вероятность того, что в течение года компьютер выйдет из строя, равна 0,003. Если выйдут из строя семь или более компьютеров за год, необходимо подать заявку на их замену. Найти вероятность того, что после года работы потребуется заявка на замену оборудования.



Решение. Иными словами, нужно найти вероятность получить не менее семи успехов в тысяче испытаний схемы Бернулли с вероятностью успеха 0,003. Успехом в этой задаче мы считаем выход из строя компьютера. Число испытаний  велико, а вероятность успеха  мала. Тогда , и можно записать приближённое равенство и вычислить искомую вероятность







.

Вопросы для самопроверки
1) Что такое случайная величина?
2) Дайте определение и перечислите свойства функции распределения случайной величины.
3) Какие типы распределений существуют?
4) Что такое дискретная случайная величина?
5) Перечислите основные виды дискретных распределений.
6) Расскажите о схеме и формуле Бернулли.
7) Какое распределение вероятностей называется биномиальным?
8) Какое распределение вероятностей называется геометрическим?
9) Какое распределение вероятностей называется распределением Пуассона?

Упражнения
1. Дискретная случайная величина х – число мальчиков в семьях с 5 детьми. Предполагая равновероятными рождения мальчика и девочки: а) найдите закон распределения х; б) постройте многоугольник распределения; в) найдите вероятности событий: А – в семье не менее 2, но не более 3 мальчиков; В – не более 3 мальчиков; С – более одного мальчика. Найдите функцию распределения случайной величины и постройте ее график.
2.  С вероятностью попадания при одном выстреле 0,7 охотник стреляет по дичи до первого попадания, но успевает сделать не более 4 выстрелов. Дискретная случайная величина х – число промахов. А) Найдите закон распределения х. б) Постройте многоугольник распределения. В) Найдите функцию распределения случайной величины и постройте ее график.
3. 2 стрелка делают по одному выстрелу в одну мишень. Вероятность попадания для первого стрелка при одном выстреле – 0,5, для второго – 0,4. Дискретная случайная величина х –число попаданий в мишень. Найдите закон распределения х. 
4. В коробке имеются 7 карандашей, из которых 4 красные. Из этой коробки наудачу извлекаются 3 карандаша. А)  Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу красных карандашей в выборке. Б) Найдите функцию распределения случайной величины и постройте ее график. 
5.  Из 25 контрольных работ, среди которых 5 оценены на «отлично», наугад извлекают 3 работы. Найдите закон распределения дискретной случайной величины х, равной числу оцененных на «отлично» работ среди извлеченных. Чему равна вероятность события x > 0?
6. Дискретная случайная величина х имеет закон распределения:

	xi
	0
	3
	4
	5
	8

	pi
	0,2
	0,1
	0,3
	0,25
	0,15



Чему равна вероятность Р4 = Р(х = 5)? Постройте многоугольник распределения. 
7. Составить закон распределения числа выпавших очков при однократном бросании игральной кости. 
8. Производится набрасывание колец на колышек до первого попадания, либо до полного израсходования всех колец, число которых равно 6. Построить закон распределения случайной величины Х – числа брошенных колец, если вероятность наброса равна 0,8. 
9. Независимые случайные величины имеют следующие законы распределения:
	Х
	1
	2
	3
	4

	Р
	0,2
	0,1
	0,5
	0,2



	Y
	0
	1
	3

	P
	0,7
	0,2
	0,1


Составить закон распределения случайной величины  1) Z=X+2Y; 2) Z=XY.
10.      Дан закон распределения случайной величины Х:
	Х
	1
	2
	4

	Р
	0,3
	0,5
	0,2


Составить закон распределения случайных величин Y=X+X  и  Z=2X и убедится, что Y, Z различные случайные величины. 
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