Дифференцирование функции одной переменной
Определение производной функции, правила дифференцирования, таблица основных производных, геометрический и физический смысл производной.






Пусть функция  определена в некоторой области D. Зафиксируем аргумент  и зададим ему приращение . Получим аргумент , которому соответствует значение функции . Разность 





называется приращением функции в точке , соответствующим приращению аргумента .
	Составим отношение приращения функции к приращению аргумента: 

.





	Если существует предел данного отношения при , то он называется производной от функции  в точке , т.е. производной от функции  в точке  называется предел отношения приращения функции к приращению аргумента, когда последнее стремиться к нулю. 
	Производную принято обозначать так: 

                 (1)

Для существования производной в точке  необходимо, чтобы функция была определена в некоторой окрестности этой точки, в том числе и в самой точке.
	Процесс нахождения производной называется дифференцированием.
Раздел математического анализа, занимающийся вопросами, связанными с производной, называется дифференциальным исчислением.

Пример 1. Найти производную функции .
Решение
1) найдем значение функции 


2) найдем приращение функции 


После преобразований получаем 


3) найдем предел отношения приращения функции к приращению аргумента 


4) вычислим производную 



Ответ: 


Если функция  имеет производную в точке , то она называется дифференцируемой в этой точке.






	Замечание: если говорят, что функция имеет производную в точке, то подразумевают, что она конечна, т.е. предел (1) конечен.  Но может случиться, что существует бесконечный предел (1), равный  или . В этих случаях говорят, что функция  имеет в точке  бесконечную производную (равную , или ).









	Если в формуле (1) предполагается, что , принимая только положительные значения (), то соответствующий предел (если он существует) называется правой производной от функции  в точке  и обозначается , а если , то предел называется левой производной . Если функция имеет правую и левую производные и они равны, то функция  имеет производную в точке  :


	Если правая и левая производные в точке существуют, но не равны между собой, то производная в этой точке не существует.

Функция , имеющая производную в каждой точке интервала , называется дифференцируемой в этом интервале.

Значение производной функции  в точке  обозначается  , .


Теорема 1.  Если функция  дифференцируема в точке (т.е. имеет конечную производную), то она непрерывна в этой точке.
Эта теорема характеризует связь между непрерывностью и дифференцируемостью функции.


	Обратное утверждение неверно. Существуют функции, всюду непрерывные, но при некоторых значениях аргумента не имеющие производной, например функция  в точке .
Геометрический смысл производной

Пусть функция  определена и дифференцируема в некоторой области D. Графиком этой функции служит непрерывная кривая, изображенная на рис. 1.
[image: ]
рис.1





[bookmark: _GoBack]Зафиксируем на кривой точку . Аргументу  зададим приращение ,  функция   получит приращение [image: ]Получаем на графике  точку  .






 Прямая, проходящая через точки  и  называется секущей графика функции  . Если точка  неограниченно приближается по кривой к точке , то секущая стремится занять положение прямой .


Предельное положение секущей называется касательной к графику функции  в точке .


Обозначим угол между секущей и положительным направлением оси ОХ через , а угол между касательной и этой же осью через . 

 Очевидно, что .


 При   , что означает 

 ,



т.е.  геометрический смысл производной заключается в следующем: производная функции  при данном значении аргумента равняется тангенсу угла, образованного касательной к графику функции в точке  с положительным направлением оси ОХ.

Тангенс угла между прямой и положительным направлением оси ОХ называется угловым коэффициентом прямой. Таким образом, можно составить  уравнение касательной, используя формулу для составления уравнения прямой, проходящей через заданную точку  и угловой коэффициент. 
Уравнение касательной имеет вид: 

.



Прямая, проходящая через точку касания  перпендикулярно к касательной, называется  к графику функции  в этой точке. Уравнение нормали :

                                      .
Физический смысл производной


	Пусть значения функции  и ее аргумента  являются некоторыми физическими величинами, заданными в области D.








 Отношение  называется средней скоростью изменения переменной относительно переменной  на отрезке , а предел  - скоростью изменения переменной  относительно переменной в точке .
Таким образом, физический смысл производной - это скорость изменения функции.
Задача 1. Мгновенная скорость.






 Пусть материальная точка движется прямолинейно по закону . Путь, пройденный точкой за промежуток времени , равен . Отношение  дает среднюю скорость движения точки за время , предел этого отношения при  определяет мгновенную скорость движения в данный момент времени, т.е. 





Из полученной формулы следует, что скорость не зависит от приращения времени , а зависит от значения  и от характера функции .
Задача 2.  Сила тока.


Пусть  - количество электричества, протекающее через поперечное сечение проводника в момент времени . 



 равно количеству электричества, протекающего через указанное сечение за промежуток времени от момента  до момента . 




Отношение  называется средней силой тока за указанный промежуток времени длительностью . Предел этого отношения при  называется силой тока в данный момент времени .


Основные правила дифференцирования связаны с вычислением производных от арифметических действий. Примем их без доказательства.
Правило 1. Производная от суммы (или разности) двух дифференцируемых  функций равна сумме (или разности) производных этих функций, т.е. 


Правило 2. Производная произведения двух дифференцируемых функций равна произведению производной первой функции на неизменную вторую функцию плюс произведение первой функции на производную второй, т.е. 


Правило 3. Производная дроби равна дроби, у которой знаменатель есть квадрат знаменателя данной дроби, а числитель есть разность между произведением знаменателя на производную числителя и произведением числителя на производную знаменателя, т.е. 


Правило 4. Производная постоянной равна нулю, т.е. 

, где  С = соnst 

Правило 5.  Постоянный множитель можно выносить за знак производной, т.е.   , где  С = сonst








Теорема о производной обратной функции. Если для функции  существует обратная функция , которая в рассматриваемой точке у имеет производную , отличную от нуля, то в соответствующей точке функция  имеет производную , равную , т.е. справедлива формула 








Теорема о производной сложной функции. Если функция  имеет в некоторой точке  производную , а функция  имеет при соответствующем значении  производную , то сложная функция  в указанной точке  также имеет производную, которая равна 

, 


т.е. производная сложной функции равна произведению производной данной функции по промежуточному аргументу  на производную промежуточного аргумента по .
Правила дифференцирования и выше приведенные теоремы применяются для доказательства формул дифференцирования.
Таблица производных  сложной функции
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