Логарифмическое дифференцирование

Функция  называется показательно-степенной, поэтому производную от нее можно найти как сумму производных как от степенной,  так и от показательной функций, где функции  – дифференцированные по  функции.
Чтобы найти производную применяют операцию логарифметического дифференцирования, которую используют когда:

а) функция  – показательно-степенная;
б) функция  представлена в виде произведения степенных функций с различными показателями.
В случае а) поступаем следующим образом:
1. 
Прологарифмируем функцию , получим 


2. 
Продифференцируем обе части равенства по  


Используя теорему о производной сложной функции и правило вычисления производной от произведения, получим


3. 
Выразим  



Рассмотрим пример.

Пример 1. .
Решение
1. 
Прологарифмируем функцию y: .
2. Найдем производную: 



3. 
Умножим обе части на y: 
Это и будет ответом.
В случае б) поступаем так и рассмотрим на конкретном примере.

Пример 2. .
Решение
1. 
Прологарифмируем функцию: , далее, используя свойства логарифмов, запишем:

                            .
2. 

Найдем производные от обеих частей этого равенства, с учетом того, что - функция, зависящая от : 

.
3. 
Умножим обе части равенства на , что и будет ответом:


Для случая а) можно использовать следующие способы. 
2.способ. Производную от  показательно-степенной функции можно находить как производную от показательной функции плюс производная от степенной функции (по формуле Г. Лейбница и И. Бернулли).

                                   



Пример 3. .
Решение




3 способ. Производную от показательно-степенной функции можно найти, используя свойство логарифма ().

Пример 4. . 
Решение

   
Дифференцирование функций, заданных неявно




	Функция , определенная на множестве D, неявно  задана уравнением , если для всех  справедливо равенство .





	Для нахождения производной от функции, заданной неявно, нужно продифференцировать обе части тождества  по , считая, что  есть функция от , а затем полученное уравнение разрешить относительно .
Пример 5. Вычислить производную от функции, заданной неявно 


Решение



Продифференцируем обе части заданного тождества по , считая  функцией от , получим 






Получили уравнение относительно . Выразим 





Ответ: 

Теорема о производной от функции, заданной параметрически


Пусть функция  от  задана параметрически уравнениями 

.




Пусть функции  и  дифференцируемы в некоторой области Т и функция  имеет обратную , также дифференцируемую, тогда справедливо равенство 



Пример 6. Найти производную  от функции, заданной параметрически 


Решение
По теореме о производной от функции, заданной параметрически имеем 



Ответ: 

Дифференциал функции. Геометрический смысл дифференциала


Пусть функция  дифференцируема в некоторой области D. Тогда  . По определению предела имеем 


, где 

Умножим обе части полученного равенства на , получим 







При  произведение  есть бесконечно малая величина первого порядка относительно , произведение  является бесконечно малой высшего порядка относительно . Таким образом, приращение функции состоит из двух слагаемых, из которых первое слагаемое  называется главной частью приращения.

	Функция, приращение которой можно представить в виде суммы двух слагаемых, из которых первое слагаемое является главной частью приращения, а второе слагаемое является бесконечно малой величиной высшего порядка относительно , называется дифференцируемой, а главная часть приращения называется дифференциалом.

	Дифференциал функции обозначается  .

Найдем дифференциал функции .




Следовательно, , т.е. . 

Таким образом, дифференциал независимой переменной совпадает с ее приращением.
Формулу для вычисления дифференциала можно записать и так: 



Отсюда:                                         
Следовательно, производную можно рассматривать как отношение дифференциала функции к дифференциалу независимой переменной.
Свойства дифференциала


Пусть функции  и  дифференцируемы в некоторой области D.
1. Дифференциал суммы (или разности) двух дифференцируемых функций равен сумме (или разности) дифференциалов этих функций: 


2. Дифференциал произведения двух дифференцируемых функций определяется формулой 


3. Дифференциал частного двух дифференцируемых функций определяется формулой 


,  
4. Постоянный множитель можно выносить за знак дифференциала



,  где .

		Пример 1. Вычислить дифференциал функции  
Решение
По формуле вычисления дифференциала имеем 


(используем свойство дифференциала от произведения двух функций)



Ответ: .
Дифференциал сложной функции 


Пусть функции  и  дифференцируемы в некоторой области D. По правилу дифференцирования сложной функции имеем 



Следовательно,                ,


но          , поэтому             .
Таким образом, дифференциал сложной функции имеет тот же вид, какой бы он имел в том случае, если бы промежуточный аргумент и был независимой переменной.
Иначе, форма дифференциала не зависит от того, является аргумент функции независимой переменной или функцией другого аргумента. Это свойство называют инвариантностью формы дифференциала.
Применение дифференциала к приближенным вычислениям

Пусть функция  является дифференцируемой в некоторой области D. Тогда ее приращение можно записать в виде 






Приращение функции отличается от дифференциала на величину бесконечно малую высшего порядка относительно . Если , то  является бесконечно малой высшего порядка и относительно , поэтому в приближенных вычислениях пользуются приблизительным равенством 

                            [image: ]
Расписав приращение функции и дифференциал, получим формулу для приближенного вычисления 

 

или          (1)

Пример 2. Вычислить приближенно значение .
Решение 
Воспользуемся формулой (1).




Пусть ,  , , тогда .




,  
Подставляя вычисленные величины в формулу (1), получим 



Ответ: .
Геометрический смысл дифференциала



[bookmark: _GoBack]      Пусть функция  определена и дифференцируема в некоторой области D и геометрический смысл дифференциала заключается в следующем: дифференциал функции равен приращению ординаты касательной к кривой  в данной точке .
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