МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ
В математической статистике существенное место отведено под раздел «регрессионный анализ», в нём объединились практические методы, используемые для исследования зависимостей, подпадающих под понятие регрессионных. Эти взаимосвязи наблюдаются между данными, полученными в ходе статистических исследований. 
С помощью корреляционного анализа можно установить, насколько тесной является связь между двумя и более случайными величинами, но этот анализ не позволяет предсказывать значения некоторой величины по заданным значениям других величин.
В регрессионном анализе рассматриваются методы решения задач. подобного рода, в том числе односторонняя зависимость переменной у от одной или нескольких неслучайных независимых величин Х. Такая зависимость может возникнуть, когда при каждом фиксированном значении Х, соответствующие значения У подвержены случайному разбросу, который происходит из — за действия ряда неконтролируемых факторов
Среди множества решаемых задач при регрессионном анализе, основными являются три цели:
· Определение для уравнения регрессии общего вида; 
· Построение оценок параметров, являющихся неизвестными, которые входят в состав уравнения регрессии;
·  Проверка статистических регрессионных гипотез.
Метод наименьших квадратов (МНК) – математический метод, применяемый для решения различных задач, основанный на минимизации суммы квадратов отклонений некоторых функций от искомых переменных. Он может использоваться для «решения» переопределенных систем уравнений (когда количество уравнений превышает количество неизвестных), для поиска решения в случае обычных (не переопределенных) нелинейных систем уравнений, для аппроксимации точечных значений некоторой функции. МНК является одним из базовых методов регрессионного анализа для оценки неизвестных параметров регрессионных моделей по выборочным данным.
Метод наименьших квадратов является одним из наиболее распространенных и наиболее разработанных вследствие своей простоты и эффективности методов оценки параметров линейных эконометрических моделей. Вместе с тем, при его применении следует соблюдать определенную осторожность, поскольку построенные с его использованием модели могут не удовлетворять целому ряду требований к качеству их параметров и, вследствие этого, недостаточно «хорошо» отображать закономерности развития процесса yt.
В случае, если система уравнений имеет решение, то наименьшее значение суммы квадратов будет равно нулю, и могут быть найдены точные решения системы уравнений аналитически или, например, различными численными методами оптимизации. Если система переопределена, то есть, говоря нестрого, количество независимых уравнений больше количества искомых переменных, то система не имеет точного решения и метод наименьших квадратов позволяет найти некоторый «оптимальный» вектор в смысле максимальной близости векторов и или максимальной близости вектора отклонений к нулю (близость понимается в смысле евклидова расстояния).
Пусть ni – набор неизвестных переменных (параметров), fi(x), i = 1, …, m, m > n – совокупность функций от этого набора переменных. Задача заключается в подборе таких значений fi(x) = yi, чтобы значения этих функций были максимально близки к действительным (наблюденным) значениям расходов Qi(действ.). По существу, речь идет о «решении» переопределенной системы уравнений в указанном смысле максимальной близости левой и правой частей системы. Суть МНК заключается в выборе в качестве «меры близости» суммы квадратов отклонений левых и правых частей |fi(x) - yi|. Таким образом, сущность МНК может быть выражена следующим образом:



где yi – действительное (наблюденное) значение среднегодового расхода; fi(x) – расчетное значение среднегодового расхода
Рассмотрим процедуру оценки параметров линейной модели с помощью метода наименьших квадратов более подробно. Такая модель в общем виде может быть представлена уравнением (1.2):

yt = a0 + a1∙х1t +...+ an∙хnt + εt.

Исходными данными при оценке параметров a0, a1, ... , an  является вектор значений зависимой переменной: y = (y1, y2, ... , yn) и матрица значений независимых переменных:
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в которой первый столбец, состоящий из единиц, соответствует коэффициенту модели a0.
Название свое метод наименьших квадратов получил, исходя из основного принципа, которому должны удовлетворять полученные на его основе оценки параметров: сумма квадратов ошибки модели должна быть минимальной.

[bookmark: a2][bookmark: _Toc38913252]1. Линейная регрессия
Результаты наблюдений, проведенных над тем или иным природным объектом по корреляционно связанным признакам У и Х можно изобразить точками на плоскости в системе прямоугольных координат. В результате получается диаграмма рассеяния, которая позволяет судить о тесноте связи между варьирующими признаками. При линейной регрессии эта связь выглядит в виде прямой линии. 
Линейная зависимость между переменными х и у описывается уравнением общего вида:
	y = ах + b,
	(22)


где х, у – зависимые переменные; а – коэффициент регрессии; b – свободный параметр.
Коэффициент регрессии количественно показывает на сколько в среднем величина одного признака У меняется при изменении на единицу меры другого признака Х, корреляционно связанного с У.
Для нахождения а и b используют метод наименьших квадратов. Этот метод основан на решении системы линейных уравнений:
	,
	(23)



Задание: описать свойства: а – углового коэффициента (коэффициента регрессии) и b – свободного параметра (свободного члена).

Для оценки достоверности регрессионной зависимости вычисляется коэффициент детерминации:
	=1-,
	(24)


где  – значение у, вычисленное по уравнению регрессии;  – значение у, полученное в результате наблюдений;  – среднее значение.
Коэффициент детерминации для модели с константой принимает значения от 0 до 1. Чем ближе значение коэффициента к 1, тем сильнее зависимость. При оценке регрессионных моделей это интерпретируется как соответствие модели данным. Для приемлемых моделей предполагается, коэффициент детерминации должен быть хотя бы не меньше 50 % (в этом случае коэффициент множественной корреляции превышает по модулю 70 %). Модели с коэффициентом детерминации выше 80 % можно признать достаточно хорошими (коэффициент корреляции превышает 90 %). Значение коэффициента детерминации 1 означает функциональную зависимость между переменными.
Высокие значения коэффициента детерминации, вообще говоря, не свидетельствуют о наличии причинно-следственной зависимости между переменными (так же как и в случае обычного, коэффициента корреляции). Например, если объясняемая переменная и факторы, на самом деле не связанные с объясняемой переменой, имеют возрастающую динамику, то коэффициент детерминации будет достаточно высок. Поэтому логическая и смысловая адекватность модели имеют первостепенную важность. Кроме того, необходимо использовать критерии для всестороннего анализа качества модели.
Задание: найти уравнение прямой регрессии У на Х по данным таблицы оценить достоверность регрессионной зависимости, построить график.
Пример выполнения задания.
Таблица 6
Статистические данные зависимых переменных x,y
	N
	Оловянная
	Дешулан

	1
	47,6
	206

	2
	141,5
	81

	3
	206
	47,6

	4
	109
	32

	5
	166
	60,2

	6
	163
	47,4

	7
	126
	35,5

	8
	96
	40,2

	9
	154
	52,2

	10
	129
	144

	Сумма
	127
	126



Для нахождения a и b используют метод наименьших квадратов (формула (22) и формула (23)):





	

	(25)







Исходя из уравнения (25), зная a и b можем составить линейное уравнение типа y = ax + b, которое потребуется для нахождения :
	= - 0,1216+ 147,5
	(26)


С помощью формул (24) и (25) оценим достоверность регрессионной зависимости. Результаты вычислений представим в виде таблицы (табл.7)
Таблица 7
Расчет достоверности регрессивной зависимости
	N
	xi
	yi
	xi2
	xi*yi
	yiтеор
	(yiтеор-y)
	(yiтеор-y)2
	(yi-yср)
	(yi-yср)2

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	141,5
	81
	20022,25
	11461,5
	67,765
	-13,235
	175,1652
	14,39
	207,0721

	2
	206
	47,6
	42436
	9805,6
	52,93
	5,33
	28,4089
	47,6
	2265,76

	3
	109
	32
	11881
	3488
	75,24
	43,24
	1869,698
	32
	1024

	4
	166
	60,2
	27556
	9993,2
	62,13
	1,93
	3,7249
	60,2
	3624,04

	5
	163
	47,4
	26569
	7726,2
	62,82
	15,42
	237,7764
	47,4
	2246,76

	6
	126
	35,5
	15876
	4473
	71,33
	35,83
	1283,789
	35,5
	1260,25

	7
	96
	40,2
	9216
	3859,2
	78,23
	38,03
	1446,281
	40,2
	1616,04

	8
	154
	52,2
	23716
	8038,8
	64,89
	12,69
	161,0361
	52,2
	2724,84

	9
	129
	144
	16641
	18576
	70,64
	-73,36
	5381,69
	144
	20736

	10
	127
	126
	16129
	16002
	71,1
	-54,9
	3014,01
	126
	15876

	сумма
	1417,5
	666,1
	210042,3
	93423,5
	
	
	13601,58
	
	51580,76

	среднее
	141,75
	66,61
	
	
	
	
	
	
	

	A
	-0,23

	B
	100,31

	R2
	0,736



Вывод: регрессионная зависимость достаточно достоверна т.к. коэффициент детерминации (R^2) средний (0,736).
На основании табл. 7 и уравнения (25) построим график соотношения теоретической и эмпирической зависимостей при разных значениях коэффициента детерминации (рис.2).

Рисунок 2. Соотношение теоретической и эмпирической зависимостей при разных значениях коэффициента детерминации
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Для Вас пример решения задачи методом наименьших квадратов

ЗАДАНИЕ: найти уравнение прямой регрессии У на Х по данным таблицы оценить достоверность регрессионной зависимости, построить график.

Исходные данные представлены в таблице 1.

Таблица 1
Исходные данные
	№
	Год
	Q
	№
	Год
	Q

	
	
	
	
	
	

	р. Чир
	р. Сев. Донец

	1
	1956
	61,5
	1
	1956
	46,2

	2
	1957
	73,6
	2
	1957
	23,1

	3
	1958
	45,8
	3
	1958
	124,0

	4
	1959
	66,5
	4
	1959
	357,0

	5
	1960
	69,6
	5
	1960
	199,9

	6
	1961
	74,2
	6
	1961
	42,7

	7
	1962
	119,0
	7
	1962
	38,2

	8
	1963
	63,9
	8
	1963
	232,0

	9
	1964
	72,4
	9
	1964
	210,0

	10
	1965
	42,3
	10
	1965
	127,0

	11
	1966
	46,3
	11
	1966
	66,8

	12
	1967
	63,1
	12
	1967
	6,5

	13
	1968
	79,5
	13
	1968
	41,4

	14
	1969
	99,8
	14
	1969
	77,0

	15
	1970
	83,8
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	1970
	188,0


Окончание таблицы 1
	№
	Год
	Q
	№
	Год
	Q

	р. Чир
	р. Сев. Донец

	16
	1971
	76,4
	16
	1971
	167,0

	17
	1972
	32,5
	17
	1972
	89,4

	18
	1973
	98,5
	18
	1973
	38,5

	19
	1974
	41,5
	19
	1974
	105,0

	20
	1975
	53,8
	20
	1975
	21,9

	21
	1976
	49,0
	21
	1976
	61,2

	22
	1977
	39,3
	22
	1977
	75,5

	23
	1978
	26,3
	23
	1978
	81,3

	24
	1979
	23,7
	24
	1979
	58,4

	25
	1980
	41,8
	25
	1980
	93,9

	26
	1981
	32,1
	26
	1981
	59,5

	27
	1982
	79,7
	27
	1982
	180,0

	28
	1983
	104,0
	28
	1983
	76,7

	29
	1984
	119,0
	29
	1984
	21,6

	30
	1985
	124,0
	30
	1985
	127,0

	31
	1986
	78,2
	31
	1986
	127,0

	32
	1987
	42,3
	32
	1987
	125,5

	33
	1988
	123,0
	33
	1988
	124,0

	34
	1989
	57,1
	34
	1989
	15,8

	35
	1990
	122,0
	35
	1990
	181,6

	36
	1991
	57,8
	36
	1991
	111,0

	37
	1992
	107,0
	37
	1992
	70,5

	38
	1993
	69,2
	38
	1993
	238,0

	39
	1994
	80,5
	39
	1994
	239,0

	40
	1995
	103,0
	40
	1995
	65,1

	41
	1996
	64,3
	41
	1996
	19,4

	42
	1997
	67,2
	42
	1997
	116,0

	43
	1998
	110,0
	43
	1998
	91,8




y = -0,109x + 82,10
R² = 0,736
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