28.10.20. РФ-19 Практика «Криволинейный интеграл второго рода (по координатам». (задания даны на два занятия)
1. Краткие теоретические сведения

Вектор, координатами которого являются функции, называется вектор - функцией и обозначается:
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Пусть вектор – функция 
[image: image3.wmf]a

 - это некоторая сила 
[image: image4.wmf]F

.

    Вычислим работу этой силы 
[image: image5.wmf]F

по перемещению по кривой 

. Из физики известно, что работа 
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Разобьем кривую 

 произвольно на n частей и вычислим работу вектор функции [image: image12.png]


 в каждой части (рис.40).                                  
                                            Рис. 40

Длина i-го участка - 

,  вектор – функция 
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 - перемещение. В координатной форме: 
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Просуммируем работу на всех участках: 
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Работа на всей кривой 
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 равна 
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, не зависящий от способа разбивания кривой     Если существует конечный предел от  полученной интегральной суммы 
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 ,то он называется криволинейным интегралом второго рода (или по координатам) от вектор- функции  по кривой 
[image: image30.wmf]L

:
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Коротко криволинейный интеграл можно записать: 
[image: image34.wmf]ò
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Физический смысл криволинейного интеграла второго рода - это работа силы [image: image36.png]


 по перемещению по кривой 

.

Необходимые условия существования криволинейного интеграла второго рода: вектор -  функция [image: image40.png]


 должна быть определена в каждой точке кривой 

.

Свойства криволинейного интеграла второго рода 

1. 
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2. Кривая 
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=АВ, а точка С лежит на этой кривой, тогда 
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3. При изменении ориентации кривой криволинейный интеграл второго рода меняет знак:
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Решение криволинейного интеграла второго рода
Решение криволинейного интеграла сводится к решению определенного интеграла, используя уравнения кривой.

Пример 1. Вычислить работу вектор - функции (или работу силы) 
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 вдоль кривой  
 от [image: image54.png]M,(1,1)



 до [image: image56.png]M,(2,4)



 (рис. 41).
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Решение

                       

Рис.41
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Сведем данный криволинейный интеграл второго рода к определенному интегралу, используя уравнение кривой 
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. Вычислим:  
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. По условию переменная х изменяется от 1 до 2. Тогда  
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Ответ: 
[image: image64.wmf]30
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Пример 2. Найти работу вектор – функции (или работу силы)  
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 при перемещении по дуге винтовой линии  

от точки пересечения с плоскостью z=0. до точки пересечения с  плоскостью  z=1.

Решение
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Сведем интеграл к определенному, используя уравнение кривой  
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ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

-

=

p

2

cos

2

sin

2

dt

dz

tdt

dy

tdt

dx


Найдем пределы интегрирования. По условию z=0 и z=1, тогда 
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ò

+

-

-

=

×

+

p

p

p

p

p

2

0

2

2

2

0

3

cos

2

1

sin

cos

16

2

2

tdt

t

tdt

t

dt

t



[image: image77.wmf]ò
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Первый интеграл равен нулю, второй после двукратного применения формулы интегрирования по частям равен 
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, третий равен 
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Ответ:
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Если кривая 

 замкнута, то криволинейный интеграл по такой кривой называется криволинейным интегралом по замкнутому контуру или циркуляцией и обозначается 
[image: image84.wmf]ò
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За положительный обход замкнутой кривой 

 выбирается обход против часовой стрелки.

Пример 3. Вычислить криволинейный интеграл от вектор – функции  

[image: image87.wmf](
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  по замкнутой кривой ,

  то есть вычислить циркуляцию.

Решение


[image: image91.wmf](
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Замкнутая кривая 
[image: image92.wmf]L

 ограничена тремя линиями АВ, ВС и СА, поэтому криволинейный интеграл по замкнутому контуру разобьется на сумму трех интегралов по каждой линии (рис.42).
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Рис. 42
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Сведем каждый криволинейный интеграл к определенному, используя уравнения кривых. 
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:  кривая ВС расположена в плоскости УОZ, следовательно 
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: кривая СА расположена в плоскости ХОZ, следовательно 
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Окончательно: 
[image: image115.wmf]4
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Ответ: 4.

Если вектор – функция  
[image: image116.wmf](

)

)

,

(

),

,

(

y

x

Q

y

x

P

a

=

задана на плоскости, то криволинейный интеграл второго рода по замкнутому контуру можно свести к двойному с помощью формулы Грина: 
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где область D – это область, которую ограничивает замкнутый контур L. 

Пример 4. Вычислить циркуляцию вектор – функции 
[image: image118.wmf](
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Решение

Вычислить циркуляцию вектор – функции означает вычислить криволинейный интеграл второго рода по замкнутому контуру 
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Так как вектор – функция задана в плоскости и контур интегрирования замкнутый, то перейдем к двойному интегралу по формуле Грина. 

По условию:
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D – это круг, ограниченный окружностью 
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Ответ: 
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2. Задания для самостоятельной работы

Вариант №1

1. Найти работу вектор - функции  
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2. Найти работу вектор - функции  
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 вдоль ломаной  линии 
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3. Найти работу вектор - функции  
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4. Найти циркуляцию вектор - функции 
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5. Найти циркуляцию вектор - функции  
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Вариант №2

1. Найти работу вектор - функции  
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2. Найти работу вектор - функции  
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 вдоль ломаной  линии 
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3. Найти работу вектор - функции 
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 вдоль верхней половины эллипса 
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4. Найти циркуляцию вектор - функции  
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 вдоль контура, ограниченного 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЯ 

1. Что называется криволинейным интегралом второго рода? 

2. Сформулируйте свойства криволинейного интеграла второго рода.

3. Назовите необходимое условие существования интеграла для функции.

4. Назовите физический смысл криволинейного интеграла второго рода.

5. Что называется циркуляцией вектор - функции?

6. Какой обход контура при вычислении криволинейного интеграла второго рода считается положительным? 
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