Дисциплина: Линейная алгебра и аналитическая геометрия

Преподаватель: Грибанова Наталья Николаевна

Группа: ИВТз-20
Указания к выполнению: 

1. Изучить лекционный материал
2. Разобрать типовой вариант контрольной работы номер №1 

3. Решить контрольную работу своего варианта (смотреть установочные материалы на сайте), загрузить в личный кабинет. 
4. По всем вопросам отвечу по почте matehadistant@yandex.ru , с указанием в теме письма ФИ, группы, дисциплины
1. Элементы линейной и векторной алгебры.
1.1 Матрицы и определители.
Матрицей А размера m
[image: image828.png]


n называется прямоугольная таблица из m строк и n столбцов, состоящая из чисел
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Квадратной матрицей n-го порядка называется матрица размера n
[image: image3.wmf]´

n.

Диагональной называется квадратная матрица, у которой все элементы вне главной диагонали равны нулю.

Единичной называется диагональная матрица с единицами на главной диагонали.

 Нулевой называется матрица, все элементы которой равны нулю.
Матрица АТ называется транспонированной к матрице А, если в матрице А столбцы заменены строками и наоборот.

Операции над матрицами.

1. Умножение матрицы на число.

Произведением матрицы А на число k является матрица kА, каждый элемент которой умножен на число k.

2. Сложение матриц.

Суммой матриц А и В, имеющих n строк и m столбцов, называется матрица С=А+В, элементы которой равны сумме соответствующих элементов этих матриц.
Пример: А=
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       k=3
Найти: kА+В.

Решение. kА+В=3

+
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3. Умножение матриц.

Произведение матрицы А на матрицу В определено только в том случае, когда число столбцов матрицы  А равно числу строк матрицы В. В результате умножения получим матрицу АВ, у которой столько же строк, сколько их в матрице А, и столько же столбцов, сколько их в матрице В.
Умножение двух матриц А и В называется новая матрица С, элемент которой сij, стоящий в i-строке, j-столбце, равен сумме произведений элементов i-ой строки матрицы А на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В.
А=
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Пример . Найти произведение матриц.

Решение.               А=
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                     Типа (3х2)                   типа (2х4)    =   типа(3х4)
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

3

0

1

5

4

2

1

3

=
=
[image: image26.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

×

-

+

×

×

-

+

-

×

×

-

+

×

×

-

+

×

-

×

+

×

×

+

-

×

×

+

×

×

+

×

-

+

×

-

×

+

-

×

-

×

+

×

-

×

+

×

-

3

4

4

2

0

4

2

2

1

4

1

2

5

4

3

2

3

0

4

1

0

0

2

1

1

0

1

1

5

0

3

1

3

2

4

3

0

2

2

3

1

2

1

3

5

2

3

3



=
Определители.

Любой квадратной матрице n-го порядка можно поставить в соответствие выражение, которое называется определителем (детерминантом) матрицы А, и обозначается так:

 или 
[image: image32.wmf]A

 или 
[image: image33.wmf](
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Определитель второго порядка задается равенством:



=
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Элементы 
[image: image39.wmf]22
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 образуют (или лежат) главную диагональ,   - побочную диагональ. Таким образом, определитель второго порядка равен разности между произведениями элементов, лежащих на главной и побочной диагоналях.
Определитель третьего порядка.


[image: image42.wmf]-
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Свойства определителей.

1. Величина определителя не изменится, если все его строки заменить столбцами с теми же номерами.

2. Перестановка двух строк или двух столбцов определителя равносильно умножению его на минус единицу.
3. Умножение всех элементов одной строки или одного столбца на любое число k равносильно умножению определителя на это число k.

4. Если определитель имеет два одинаковых столбца или одинаковые строки, то он равен нулю.

5. Если все элементы некоторого столбца или некоторой строки равны нулю, то определитель равен нулю.

6. Если соответствующие элементы двух столбцов или двух строк определителя пропорциональны, то определитель равен нулю.

7. Если к элементам некоторого столбца (или некоторой строки) прибавить соответствующие элементы другого столбца (или строки), умноженные на любой общий множитель, то величина определителя при этом не изменится.

Минор и ранг матрицы.

Минором k-го порядка матрицы А называется определитель k-го порядка с элементами, лежащими на пересечении любых k-строк и любых k-столбцов матрицы А.
Рангом матрицы А называется максимальный порядок отличных от нуля миноров этой матрицы.

Метод элементарных преобразований нахождения ранга матрицы заключается в том, что матрицу А приводят к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований; количество ненулевых строк полученной ступенчатой матрицы есть искомый ранг матрицы.

Пример. Найти ранг матрицы: 

Решение. 
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          (а)                       (б)                      (в)                      (г)                        
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             (д)                         (е)

Умножая первую строку матрицы (а) на  -4, -2 и прибавляя ее соответственно к третьей и пятой строке, получим матрицу (б), две строки которой оказались одинаковыми, отбросим одну. В матрице (в), умножая вторую строку на 1, -3 и прибавляя соответственно к третьей и четвертой строке получим матрицу (г). В матрице (г) переставим третью и четвертую строки, получим матрицу (д). Умножая третью строку матрицы (д) на 2 и прибавляя соответственно к четвертой строке, получим матрицу (е), имеющую ступенчатый вид.
Число линейно – независимых строк матрицы равно четырем, следовательно rang(A)=4.
Ранг матрицы не меняют операции:

1. Прибавление к одной строке матрицы другой строки, умноженной на произвольное число.

2. Перемена мест двух строк или столбцов матрицы.

1.2 Системы линейных уравнений с n неизвестными
Решение систем линейных уравнений по правилу Крамера.

Дана система линейных уравнений с n неизвестными.
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Правило Крамера относится только к решению квадратных систем, т.е. когда число уравнений совпадает с числом неизвестных.

Решением системы называется совокупность n чисел 
[image: image49.wmf]n
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, которые будучи подставлены вместо неизвестных в уравнения, обращают эти уравнения в тождества.

Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение. Если же система не имеет ни одного решения, то она называется не совместной.

 Совместная система называется определенной, если она имеет только одно решение, и неопределенной, если она имеет более одного решения.

Правило Крамера заключается в следующем:

Составляем определитель из коэффициентов при неизвестных:
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n

n

n

n

a

...

a

a

...

...

...

...

a

...

a

a

a

...

a

a

2

1

2

22

21

1

12

11

 Если определитель 
[image: image54.wmf]0
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, то система имеет единственное решение.

Решение системы находим следующим образом:
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  или в общем виде 
  где .

Определитель 
[image: image62.wmf]i
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 получаем из основного определителя 

 заменой i – го столбца на столбец свободных коэффициентов.

Например: 


 EMBED Equation.3  
  

Если определитель 
[image: image69.wmf]0
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, то система является либо несовместной (когда 
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).

Пример. Решить систему: 
  
Решение.
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Ответ: (1; 2; 3)

Системы линейных уравнений в матричной форме.
Рассмотрим систему линейных неоднородных уравнений
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Данную систему уравнений можно записать в матричной форме:
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, где     А=    Х=
    В=
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Матрицей обратной квадратичной матрице А называется матрица, обозначаемая А-1, такая что 
[image: image92.wmf]E
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 где Аij  - алгебраические дополнения элементов аij  в матрице.
Если det(А) не равен нулю, то система совместна и определена, ее решение задается формулой: 

Пример. Найти решение системы матричным методом:
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Решение.   det (A)= 
[image: image97.wmf]0
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Найдем  А-1=

Искомая матрица:
[image: image101.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

1

1

1

33

33

33

33

1

8

1

4

11

3

31

0

3

9

11

9

16

33

1

z

y

x

 
Следовательно, x=1, y=1, z=1 – решение системы.

Исследование системы линейных уравнений. Метод Гаусса.

Теорема Кронекера – Капелли: Для того, чтобы система уравнений была совместной, необходимо и достаточно, чтобы ранг основной матрицы системы был равен рангу расширенной матрицы этой системы.

rang(A)=rang(B)

Матрица А, составленная из коэффициентов при неизвестных системы, называется основной матрицей, а матрица В полученная из основной путем присоединения к ней столбца из свободных членов, называется расширенной матрицей системы.

При этом возможны три варианта:

1) Если rang(A)<rang(B), то система несовместна.
2) Если rang(A)[image: image104.png]


rang(B)=n (где n – число неизвестных), то система совместна и определена.
3) Если rang(A)[image: image106.png]


rang(B)<n, то система совместна и неопределенна. 

Для исследования систем линейных уравнений и нахождения их решений используют метод Гаусса.

Пример. Исследовать систему на совместность и найти ее решение.
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Решение. Составляем матрицу их коэффициентов системы (матрица А) и дополняем ее столбцом свободных членов (расширенная матрица В):
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Так как r(A)=r(B)=2[image: image111.png]


3=n, то система совместна и неопределенна (т.е. имеет бесконечно много решений).

Так как метод Гаусса требует тех же преобразований над уравнениями системы, что мы проделали над строками матрицы В, то, исходя из диагонального вида расширенной матрицы В, выписываем решение системы:
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Выражая базисные переменные через все остальные (их называют свободными переменными), получим общее решение системы.

Давая свободным переменным произвольные значения, получаем множество частных решений, например:
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Частное решение, в котором все свободные переменные равны нулю, называют базисным решением:
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1.3 Векторная алгебра.
Вектором называется направленный отрезок. Вектор с началом в точке А и концом в точке В обозначается символом 
[image: image116.wmf]AB


 (или одной буквой  
). Длина отрезка АВ называется модулем вектора 
  и обозначается 
[image: image122.wmf],

AB

 
[image: image123.wmf]a

.
 Вектор длина которого равна нулю, называется нулевым вектором и обозначается 
 или просто 0. По определению нулевой вектор не имеет направления и коллинеарен (параллелен) любому вектору. Вектор, длина которого равна единице, называется единичным вектором и обозначается через 
.
Векторы  

 и 
[image: image131.wmf]b

 называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой или на параллельных прямых; записывают  [image: image133.png]


.

Три (и более) вектора называются компланарными, если они лежат в одной плоскости или в параллельных плоскостях.

Векторы называются равными, если они коллинеарны, имеют одинаковые длины и направления.

Пусть даны две точки 
[image: image134.wmf](
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 и 
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, тогда координаты вектора  определяются формулой:
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Расстояние между двумя точками или длина вектора: 
[image: image141.wmf](
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.
Линейные операции над векторами.

Линейными операциями над векторами называются операции сложения векторов и умножения вектора на число.

Суммой a+b двух векторов a и b называется вектор, который идет из начала вектора a в конец вектора b при условии, что вектор b приложен к концу вектора a (правило треугольника)

[image: image1.wmf]´

[image: image781.wmf]a


                                   




[image: image782.wmf]b

                                                                  


                                                           


Разностью 
[image: image149.wmf]a

-
[image: image150.wmf]b

 двух векторов 
[image: image151.wmf]a

 и 
[image: image152.wmf]b

 называется вектор, который в сумме с вектором 
[image: image153.wmf]b

 составляет вектор 
[image: image154.wmf]a

. Если два  вектора 
[image: image155.wmf]a

 и 
[image: image156.wmf]b

 приведены к общему началу, то разность их есть вектор, идущий из конца 
[image: image157.wmf]b


  к концу .
[image: image783.wmf]b

a

+

[image: image784.wmf]b
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[image: image785.wmf]4
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Если векторы 
[image: image167.wmf]a

 и 
[image: image168.wmf]b

 приведены к общему началу  и на них построен параллелограмм, то сумма 
[image: image169.wmf]a

+
[image: image170.wmf]b

 этих векторов (правило параллелограмма) представляет собой диагональ параллелограмма, идущая из общего начала векторов 
[image: image171.wmf]a

 и 
[image: image172.wmf]b

. Другая же диагональ есть разность этих векторов.

[image: image173]
Произведением вектора 
[image: image174.wmf]a

 на число 

 называется вектор 
[image: image177.wmf]a


[image: image178.wmf]l

, коллинеарный вектору 
[image: image179.wmf]a

, имеющий длину 
[image: image180.wmf]a

×

l


  и направленный так же, как вектор , если 
[image: image183.wmf]0

>

l


, и в противоположную сторону, если .
При сложении двух векторов их координаты складываются, а при умножении вектора на число все его координаты умножаются на это число.

1.4 Скалярное произведение векторов.
Скалярным произведением двух векторов 
[image: image187.wmf]a

 и 
[image: image188.wmf]b

 называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними и обозначается (ab)= 
[image: image189.wmf]j

cos

b

a

. 
Скалярное произведение обладает следующими свойствами: 

1) 
[image: image191.wmf]2
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×


2) 
[image: image192.wmf]0
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, если =0,  либо 
[image: image195.wmf]b

=0,  либо 
[image: image196.wmf]a




[image: image199.wmf]b

.
3) 
[image: image200.wmf]b

a

×

=
[image: image201.wmf]a

b

×

 (переместительный закон).
4) a[image: image203.png]


(b+c)=a[image: image205.png]


b+a[image: image207.png]


c (распределительный закон).
5) (ma)[image: image209.png]


b=a[image: image211.png]


(mb)=m(a[image: image213.png]


b) (сочетательный закон по отношению к скалярному множителю).

Пусть векторы 
[image: image214.wmf]a

 и 
[image: image215.wmf]b

 заданы своими координатами: 
[image: image216.wmf]a
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. Тогда скалярное произведение этих векторов находится по формуле:  
[image: image220.wmf]a

[image: image222.png]



[image: image223.wmf]b
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1.5 Векторное произведение векторов.

Векторным произведением вектора 
[image: image225.wmf]a

 на вектор 
[image: image226.wmf]b

 называется вектор 
[image: image227.wmf]с

, обозначаемый 
[image: image228.wmf]с

=
[image: image229.wmf]b

a

´

 и определяемый следующими тремя условиями:

1) Модуль вектора с равен площади параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image231.wmf]a

и 
[image: image232.wmf]b

 (
[image: image233.wmf]с
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=
[image: image236.wmf](
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2) Вектор 
[image: image238.wmf]с

 перпендикулярен к каждому из векторов 
[image: image239.wmf]a

 и 
[image: image240.wmf]b

 
[image: image241.wmf](
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;
3) Векторы 
[image: image242.wmf]a

, 
[image: image243.wmf]b

, 
[image: image244.wmf]с

 после привидения к общему началу ориентированы по отношению друг к другу соответственно как орты i, j, k (в правой системе координат образуют так называемую правую тройку векторов).

Свойства векторного произведения:

1) 
;
2) 
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[image: image248.wmf]0

=

a

, либо 
[image: image249.wmf]0

=

b

, либо 
[image: image250.wmf]b

//

a

;
3) 
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4) 
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)

c

a

b

a

c

b

a

´

+

´

=

+

´

.
Пусть векторы 
[image: image253.wmf]a

 и 
[image: image254.wmf]b

 заданы своими координатами 
[image: image255.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image256.wmf]k
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1.6 Смешанное произведение.

Смешанным произведением трех векторов  
[image: image261.wmf]a

, 
[image: image262.wmf]b

, 
[image: image263.wmf]с

 называется число, равное векторному произведению двух векторов 

, умноженному скалярно на вектор 
[image: image266.wmf]с

, т.е. (

)

.
Если векторы заданы своими координатами, то 

(

)
[image: image274.wmf]с

×



=.

Свойства смешанного произведения:

1) смешанное произведение трех векторов равно нулю, если:

a) хоть один из перемножаемых векторов равен нулю;

b) два из перемножаемых векторов параллельны (коллинеарны);

c) все три вектора параллельны одной и той же плоскости (компланарны).
2) (

)
[image: image279.wmf]с

×



=, т.е. смешанное произведение не изменяется, если в нем поменять местами знаки векторного и скалярного умножения.

3) Смешанное произведение не изменяется, если переставлять перемножаемые векторы в круговом порядке: 
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4) При перестановке любых двух векторов смешанное произведение изменяет только знак:
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Смешанное произведение трех векторов численно равно объему параллелепипеда, построенного на векторах 
[image: image283.wmf]a

, 
[image: image284.wmf]b

, 
[image: image285.wmf]с

.

Пример. Даны вершины треугольной пирамиды A1(1; -1; 2) А2(3; 6; 5) А3(2; 2; 1) А4(2; 5; 8). Найти: 1)угол между векторами А1А2 и А1А3; 2) площадь грани А1А2А3;  3) объем пирамиды;  4) высоту опущенную из вершины А4 на грань А1А2А3. 

Решение.

Найдем координаты векторов  А1А2,  А1А3,  А1А4:


(2; 7; 3),  

(1; 3; -1),  
 
 (1; 6; 6)

1. угол между векторами А1А2 и А1А3.
Так как 
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2. площадь грани А1А2А3.
Грань А1А2А3 является треугольником, поэтому ее площадь равна половине площади параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image296.wmf]2
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 и 
. Находим векторное произведение этих векторов:
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Следовательно,  
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3. Объем пирамиды.
Так как объем пирамиды равен 
[image: image302.wmf]6

1

 части объема параллелепипеда, построенного на векторах 

,  

 и 

, то находим смешанное произведение этих векторов:
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Значит,  
[image: image311.wmf]6
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4. Высота опущенная из вершины А4 на грань А1А2А3.

Так  как   

,  то 
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, тогда
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2 Аналитическая геометрия
 2.1 Аналитическая геометрия на плоскости.
Уравнения прямой на плоскости.

1. Уравнение прямой с угловым коэффициентом.

Пусть задана декартова прямоугольная система координат на плоскости и некоторая прямая (не параллельная оси ординат), образующая с осью 
[image: image320.wmf]Ox

 угол 

. Тангенс угла наклона прямой к оси О[image: image324.png]


 называется угловым коэффициентом прямой (tg

).

Уравнение 
[image: image327.wmf]b
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 называется уравнением прямой с угловым коэффициентом.

2. Общее уравнение прямой.

Уравнение типа 

 называют общим уравнением прямой. Рассмотрим частные случаи.

1) С=0.  Уравнение имеет вид  

 и определяет прямую, проходящую через начало координат.

2) В=0 (А[image: image334.png]=0



). Уравнение имеет вид 
[image: image335.wmf]0
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,
 прямая параллельная оси .
3) А=0 (В[image: image339.png]=0



). Уравнение имеет  вид 

 - прямая параллельная оси 
[image: image342.wmf]Ox

.

3. Уравнение прямой в отрезках.

Если в общем уравнении прямой 

 ни один из коэффициентов A, B, C не равен нулю, то это уравнение можно привести к виду  

, где 
[image: image347.wmf]B
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,

 которое называется прямой в отрезках.
4. Уравнение прямой проходящей через заданную точку с заданным направлением.
Пусть дана точка 
[image: image349.wmf])

,

(

1

1

1

y

x

M


, определяющий направление прямой, проходящей через точку  и угловой коэффициент k
. 
Возьмем на прямой текущую точку 

. Из рисунка видно, что  точка 
[image: image356.wmf])
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 будет лежать на прямой только в том случае, если               
[image: image357.wmf]k
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. Следовательно 
это уравнение прямой, проходящей через заданную 
 точку  с заданным направлением.


[image: image363]
5. Уравнение прямой, проходящей через две точки.
Пусть даны точки 

 и 

 прямой, тогда угловой коэффициент находится по формуле 

 и, подставляя его в уравнение прямой, проходящей через заданную точку с заданным направлением, получим:


.
6. Угол между двумя прямыми. Условия параллельности и перпендикулярности двух прямых.
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Пусть заданы две прямые  
[image: image372.wmf]1

L

 и 
[image: image373.wmf]2

L

 
углом между ними будем называть тот угол, на который нужно повернуть против часовой стрелки прямую  
, чтобы она совпала с прямой 

. Тогда    
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Если прямые заданы уравнениями 
[image: image381.wmf]0
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 и   ,  то 
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Частные случаи.

1) Если хотя бы дна из прямых параллельна  оси 
[image: image388.wmf]Oy

, то ее угловой коэффициент обращается в бесконечность, и данная формула теряет смысл. В этом случае угол между прямыми вычисляется непосредственно по формуле 
[image: image389.wmf]1
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[image: image392.wmf]2
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2) если прямые параллельны, то угол между ними равен нулю. Тогда 
[image: image393.wmf]0
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, при этом числитель 
 обращается в нуль, значит 

, т.е. признаком параллельности двух прямых является равенство коэффициентов.
3) В случае перпендикулярности прямых 
[image: image399.wmf]2
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, а 
, при это знаменатель 

 обращается в нуль. Следовательно, условие перпендикулярности прямых является соотношение 
[image: image405.wmf]2
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7. Каноническое уравнение прямой.

Пусть на плоскости задан вектор 
[image: image407.wmf](
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, такой, что 
 прямой 
, и дана точка 

. Вектор 

, параллельный прямой или принадлежащий ей, называется направляющим вектором прямой. Уравнение вида  
[image: image417.wmf]l
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  называется каноническим уравнением прямой.
[image: image824.png]



[image: image825.png]
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8. Параметрическое уравнение прямой.

От канонического уравнения прямой можно перейти к параметрическим. Пусть  

 , где t – параметр:
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  где m и l координаты направляющего вектора; 
 координаты точки, через которую проходит прямая.

9. Нормальное уравнение прямой.

Если общее уравнение прямой 

 умножить на нормирующий множитель (число) 

, причем знак множителя выбрать противоположный знаку числа C в общем уравнении, то получим нормальное уравнение прямой:
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[image: image430.wmf](
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[image: image431.wmf]0
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 – нормальное уравнение прямой.
10. Уравнение прямой, проходящей через точку и имеющий нормальный вектор.

Пусть на плоскости задан вектор 
[image: image433.wmf](
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, такой, что 
 перпендикулярен прямой 

, и дана точка 

. Вектор перпендикулярный прямой, называется нормальным вектором прямой.



Уравнение вида: 
 
 называется уравнением прямой, проходящей через точку перпендикулярно нормальному вектору.

11. Расстояние от точки до прямой.

Расстояние от точки 

 до прямой 

 находится по формуле  

.

Биссектрисы углов между прямыми 
[image: image449.wmf]0
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 и     имеют уравнения
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Пример. Написать уравнения прямых, проходящих через точку    М(2; 3) под углом 450 к прямой 
[image: image454.wmf]4
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Решение. Искомых прямых будет две. На рисунке показана данная прямая 
 и искомые прямые 

 и 

. Используя условие задачи, получаем 
[image: image463.wmf](
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. Найдем k.  Для данной прямой 
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. Используя формулу  
. Получим 
[image: image472.wmf]k

k

tg

2

5

1

2

5

45

0

-

+

=

.                 
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Рассмотрим два случая:

1)  
[image: image476.wmf]k

k

2

5

1

2

5

1

-

+

=


   
[image: image478.wmf]2

5

2

5

1

+

=

-

k

k


,    ,
   
[image: image482.wmf](
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Искомые уравнения прямых: 

,  

.
Пример. Точка А(5; -1) – вершина квадрата, одна из сторон лежит на прямой 

. Составить уравнение прямых, на которых лежат остальные стороны квадрата.
Решение: Проверим принадлежит ли точка А данной прямой. Для этого подставим координаты точки А(5;-1) в уравнение прямой:                                
[image: image504.wmf](
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. Значит точка А не принадлежит прямой  
. 
Точка А(5;-1) находится на расстоянии  от  прямой 

                      
[image: image510.wmf]2
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. Через точку А проходят две взаимно перпендикулярные прямые (на которых лежат стороны квадрата), имеющие угловые коэффициенты 
 и 
[image: image514.wmf]2

k

: 
[image: image515.wmf]3

4

1

2

1

=

-

=

k

k

.
Их уравнения: 
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[image: image520.wmf]0

11

4

3

)

(

2

=

-

+

Þ

-

=

-

y

x

x

x

k

y

y

A

A

. 
Чтобы найти координаты точки 
[image: image523.wmf])
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 - вершины квадрата, лежащей на прямой 
, нужно решить систему уравнений:
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Решая эту систему, получим: 
 и 
[image: image531.wmf]÷
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Таким образом, получаем две прямые:
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Условию задачи удовлетворяют два квадрата: стороны одного из них лежат на прямых 
[image: image534.wmf]0
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. Стороны другого – на прямых: 
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2.2 Аналитическая геометрия в пространстве.

Уравнения плоскости.

1. Общее уравнение плоскости. 
Пусть задана плоскость в некоторой декартовой прямоугольной системе координат. Возьмем на плоскости какую-нибудь точку [image: image551.png]M(xo; Yo; Zo)



 и выберем какой угодно (не равный нулю) вектор, перпендикулярный этой плоскости; пусть его координаты будут A, B, C. Текущая точка [image: image553.png]M(x; y; z)



лежит на данной плоскости в том и только в том случае, если векторы N=(A;B;C) и [image: image555.png]MM = (x — X0; Y — Yo; Z — Zo)



 – перпендикулярны. Тогда имеем [image: image557.png](N-M,M =0)



 или 
[image: image558.wmf](
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. Это и есть уравнение плоскости, проходящей через данную точку и имеющей нормальный вектор [image: image560.png]


. 
Раскрывая скобки в 
[image: image561.wmf](
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и обозначая [image: image563.png]-Axy — By, — Cz,



, получим общее уравнение плоскости:

A[image: image565.png]


+ B[image: image567.png]


+ C[image: image569.png]z+D



=0.
Рассмотрим неполные уравнения плоскости.

1) [image: image571.png]D=0,Ax+By+Cz=0—



плоскость проходит через начало координат.
2) [image: image573.png]A=0,By+Cz+D=




 плоскость параллельна оси [image: image575.png]Ox




3) [image: image577.png]B=0,Ax+Cz+D=0-—



 плоскость параллельна оси [image: image579.png]



4) [image: image581.png]C=0,Ax+By+D=0-—



 плоскость параллельна оси [image: image583.png]0z




5) [image: image585.png]


 плоскость проходит через ось [image: image587.png]Ox




6) [image: image589.png]


 плоскость проходит через ось [image: image591.png]



7) [image: image593.png]


 плоскость проходит через ось [image: image595.png]0z




8) [image: image597.png]A=B=0,Cz+D=0-



плоскость параллельна плоскости [image: image599.png]



9) [image: image601.png]A=C=0By+D=0-



 плоскость параллельна плоскости [image: image603.png]Oxz




10) [image: image605.png]B=C=0Ax+D=0—



 плоскость параллельна плоскости [image: image607.png]



11) [image: image609.png]


плоскость [image: image611.png]



12) [image: image613.png],By=0umuy=



плоскость [image: image615.png]Oxz




13) [image: image617.png]


плоскость [image: image619.png]


.
2. Условие параллельности плоскостей:

Если плоскости параллельны, то нормальные векторы коллинеарны.

[image: image620.png]A, _B_G
A, B, G




3. Условие перпендикулярности плоскостей:

Если плоскости перпендикулярны, то и нормальные векторы перпендикулярны.

[image: image621.png]A;A,+ BB, +C,C, =0




4. Угол между двумя плоскостями:

[image: image622.png]A4, + BB, + C,C;,

AP+ B+ CC A+ B+ G

cosp =




Прямая в пространстве.

1. Прямая в пространстве может быть задана двумя пересекающимися плоскостями:

[image: image623.png]A;x + Byy + (;z+D; =0

{A,_x + By + Cz+D, =0




Такое уравнение называют общим уравнением прямой.

2. Каноническое уравнение прямой:

[image: image624.png]X —Xp





Где [image: image626.png]d=(l,mn)—



направляющий вектор прямой, [image: image628.png]My (Xo,Y0,20) —



точка принадлежащая прямой.

3. Параметрическое  уравнение  прямой,  проходящей  через  точку [image: image630.png]M, (Xo,Y0, Zo)



 в направлении вектора [image: image632.png]d = (l,mn)



:

[image: image633.png]Xo +1t
Yy =y +mt
z=2zy+nt





4. Уравнение прямой проходящей через две точки [image: image635.png]M; (x1,%1,21)



 и [image: image637.png]M, (x5,Y5,2,)



:
[image: image638.png]X% _Y™h

Xo—=X; Y2— W1
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5. Угол между прямыми в пространстве.

Пусть две прямые в пространстве заданы своими каноническими уравнениями  

  и 
[image: image641.wmf]2
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 , тогда угол между двумя прямыми находится:
[image: image643.png]Ll +mym, +nyn,

L2 +m?+n,2e L% +my? +ny?
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6. Условие параллельности двух прямых:

[image: image644.png]my
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7. Условие перпендикулярности двух прямых:

[image: image645.png]L+ mm, +nyn,





8. Условие параллельности прямой и плоскости.
Пусть плоскость задана общим уравнением A[image: image647.png]


+ B[image: image649.png]


+ C[image: image651.png]z+D



=0, а прямая каноническим уравнением  

. Прямая параллельна плоскости в том и только в том случае, когда направляющий вектор прямой [image: image655.png]d = (l,mn)



 перпендикулярен к нормальному вектору плоскости [image: image657.png]


, тогда условие параллельности прямой и плоскости есть [image: image659.png]Al+ Bm+Cn=0



.

9. Условие перпендикулярности прямой и плоскости.
Прямая перпендикулярна к плоскости в том и только в том случае, когда направляющий вектор [image: image661.png]d = (l,mn)



 этой прямой коллинеарен нормальному вектору плоскости  [image: image663.png]


.

[image: image664.png]~




10. Угол между прямой и плоскостью:
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Пример. Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую 
[image: image666.wmf]1
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 и точку 
[image: image669.wmf](
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Тема: Комплексные числа

Изучить материал п1-п6, используя ссылку emirs.miet.ru›oroks-miet/upload…2017/5…Lektsiya…(нажмите CTRL и щелкните ссылку)

РЕШЕНИЕ ТИПОВОГО ВАРИАНТА КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №1 
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Решение.

а) Произведение 
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б) Вычислим 
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Очевидно, что 
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в) Обратная матрица 
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Т.е. матрица 
[image: image698.wmf]А

 невырожденная. Значит, существует обратная матрица 
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. Находим алгебраические дополнения.
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Тогда 
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11-20. Проверить совместность системы уравнений и в случае совместности решить ее: а) по формулам Крамера, б) матричным способом (с помощью обратной матрицы), в) методом Гаусса.
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Решение. Найдем главный определитель системы
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Так как главный определитель системы не равен нулю, то система совместна и имеет единственное решение. Найдем решение системы по формулам Крамера 
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Следовательно, 
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б)  Для нахождения решения системы с помощью обратной матрицы запишем систему уравнений в матричной форме 
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Решение системы 
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Итак, 
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   в)  Решим систему методом Гаусса. Запишем расширенную матрицу системы 


[image: image717.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

7

3

1

3

2

3

4

2

3

1

5

1

M

M

M

С

 и приведем ее к ступенчатому виду. Для этого умножим   первую строку на (-2) и сложим со второй, затем умножим первую строку на (-3) и сложим с третьей.  Разделим третью строку на (-16) и поменяем местами вторую и третью строки. Получим:
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Далее умножим вторую стоку на 6 и сложим с третьей, получим 
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Находим решение данной системы 
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21-30. Даны векторы 
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 в декартовой системе координат. Показать, что векторы 
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 образуют базис. Найти координаты вектора 
[image: image723.wmf]d

в этом базисе (написать разложение вектора 
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в базис  
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Решение: 

Векторы 
[image: image727.wmf]c
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образуют базис, если определитель, составленный из координат этих векторов не равен нулю. Вычислим 
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следовательно, векторы 
[image: image729.wmf]c
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 образуют базис. Разложение вектора 
[image: image730.wmf]d

 по базису 
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  имеет вид: 
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- координаты вектора  
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 в базисе  
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  составим систему уравнений  
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, коэффициенты которой равны координатам базисных векторов, а свободные члены – координатам вектора  
[image: image739.wmf]d

. Главный определитель системы был вычислен выше и равен 15, поэтому систему можно решить по формулам Крамера 
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Следовательно, 
[image: image741.wmf]3
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31-40. Даны координаты вершин треугольника 
[image: image743.wmf]АВС
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[image: image744.wmf])
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 Найти: 1) уравнение стороны 
[image: image745.wmf]АВ

; 2) уравнение высоты, проведенной из вершины 
[image: image746.wmf]С

3) уравнение медианы, проведенной из вершины 
[image: image747.wmf]А

;  4) уравнение прямой, проходящей через вершину 
[image: image748.wmf]С

 параллельно стороне 
[image: image749.wmf]АВ

. Сделать чертеж. 

Решение: 1) Уравнение стороны АВ. Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через две точки: 
[image: image750.wmf]
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. Откуда следует 
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.  Последнее уравнение с угловым коэффициентом, из которого следует 
[image: image756.wmf]7
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2) Уравнение высоты, проведенной из вершины С. 
Высота 
[image: image757.wmf]СН

 перпендикулярна стороне 
[image: image758.wmf]АВ

. Воспользуемся условием перпендикулярности 
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,  из которого найдем угловой коэффициент прямой СН, т.е. 
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.  Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через заданную точку с данным угловым коэффициентом 
[image: image761.wmf](
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 координаты точки С и угловой коэффициент 
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, получим уравнение высоты СН: 
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3) Уравнение медианы, проведенной из вершины А.  Для составления уравнения медианы АМ найдем координаты точки М- середины стороны ВС. 
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Запишем уравнение прямой, проходящей через 2 точки 
[image: image768.wmf]А

 и 
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 Тогда уравнение прямой АМ имеет вид: 
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- уравнение медианы АМ. 
1) Уравнение прямой 
[image: image775.wmf]l

, проходящей через вершину С параллельно стороне АВ. Так как прямая, проходящая через точку С параллельна стороне АВ, то их угловые коэффициенты равны 
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