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Ниже мы рассмотрим решение средствами Excel некоторых популярных задач вычислительной математики, которые имеют как самостоятельное, так и прикладное значение.

11.1. Решение уравнений

11.1.1. Решение нелинейных уравнений
Положим, нужно найти корень квадратного уравнения вида 0,5X2-3X+4=0. Решение будем искать в клетке А1, куда занесем исходное значение корня, например 0. Само уравнение внесем в А2. На рис. 11.1-1а изображены эти клетки в числовой форме, на рис. 11.1-1б – в виде формул. На рис. 11.1-1в изображен результат вычислений с помощью подбора параметра

	
	A
	
	A
	
	A

	1
	0
	
	0
	
	1,999964

	2
	4
	
	=0,5*A1^2-3*A1+4
	
	3,56Е-05


       Рис. 11.1-1а   
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Исходные значения параметров, участвующих в вычислениях, изображены на рис. 11.1-1г в окне Подбор параметра.

Точный корень нашего уравнения, как мы знаем, равен 2. Полученный результат очень близок, но не равен 2. Это естественно, поскольку Excel использует не аналитические (как мы привыкли), а численные, итерационные методы, заключающиеся в постепенном приближении получаемого решения к точному. Критерием сходимости процесса считается близость очередного и предшествующего значений подбираемых решений. По умолчанию Excel выполняет до 1000 итераций или продолжает вычисления до достижения погрешности, не превышающей 0,0001. Если вы хотите изменить эти значения, следует в меню Сервис+Пара​метры во вкладке Вычисления осуществить необходимые установки.
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Нами получено одно из решений квадратного уравнения. Другое вещественное решение (если есть) возможно будет найдено, если задать иное начальное значение Х.

11.1.2. Решение систем нелинейных уравнений
Положим, имеется система двух нелинейных уравнений:





Y=2-X




Y=-1+X2,
которые надо решить, т.е. найти точки их пересечения. Как видно на рис. 11.1-2а, такая система имеет две точки пересечения.
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Для решения системы построим таблицу (рис. 11.1-2б), где в клетки В2 и В3 введем обе функции, которые в качестве аргумента Х ссылаются на ячейку А2. Кроме того, для контроля вычислений в С2 вводится целевая функция, которая вычисляет среднее отклонение значений функций друг от друга. Очевидно, если эти функции пересекаются (т.е. имеются решения), С2=0.
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Для розыска корня в окно Поиск решения вводятся необходимые параметры процесса (рис. 11.1-2в).
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Результат вычислений существенно зависит от начального значения, заданного в качестве решения. На рис. 11.1-2г приведены исходный и конечный вид таблицы, если задать его равным +10 (решение Х=1,30278), а на рис. 11.1-2д, если -10 (решение Х=-2,303).
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Рис. 11.1-2г
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Рис. 11.1-2д

Таким образом, в обоих случаях найдены два разных решения.

11.1.3. Решение систем линейных уравнений
Положим, нужно найти решение (корни) следующей системы линейных алгебраических уравнений:

2X1 -1X2  +1X3=3

1X1+3X2  -2X3=1

0     + 1X2  +2X3=8

Внесем коэффициенты системы в таблицу на рис. 11.1-3а. Свободные члены внесем в столбец Е. В столбец D внесем формулы вычисления свободных членов (D2=СУММПРОИЗВ($A$6:$C$6;A2:C2)). Наша задача – добиться совпадения значений вычисленных и фактических значений столбцов D и Е. В качестве изменяемых значений используются ячейки А6, В6, С6. Первоначально они остаются пустыми, т.е. равными нулю.
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В окне Поиск решения вводятся значения параметров: Целевая ячейка (функция): D2 (т.к. она содержит формулу), Изменяемые ячейки и Ограничения с помощью кнопки Добавить (рис. 11.1-3б).
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Видим, что получены три корня:  Х1=1, Х2=2, Х3=3.

11.2. Численное интегрирование функций
Известные методы численного нахождения определенного интеграла в диапазоне от Хн до Хк





        Xк
S=Y(x)dx




        Хн

легко могут быть реализованы средствами Excel. Графическая иллюстрация задачи приведена на рис. 11.2а. 

Определенный интеграл функции Y(X) пропорционален площади под кривой. Самый простой способ ее нахождения – метод прямоугольников. Если разбить диапазон интегрирования на отрезки с равным шагом x, то сумма площадей прямоугольников, построенных на этих отрезках с высотой, равной ординате в начальной точке отрезка, даст приближенное значение искомого интеграла (заштриховано). Таким образом, для метода прямоугольников можно записать





              n-1




     S x Yi.





          i=0
Из рисунка видно, что вычисления могут сопровождаться значительными ошибками – между верхней площадкой прямоугольника и кривой остается неучтенный сегмент. Для снижения погрешности следует уменьшить шаг интегрирования, либо использовать более точные методы. Таким методом является, также весьма простой, метод трапеций (рис. 11.2б). Здесь элементарной площадкой является трапеция. Площадь такой фигуры определяется как средняя сумма ординат на ее краях, умноженная на ширину основания (ширину шага). 
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Рис. 11.2а




Рис. 11.2б
Таким образом

    S X• [(X0+X1)/2+(X1+X2)/2+(X2+X3)/2+ ... +(Xn-1+Xn)/2]



 n-1
или
S x Yi+Yi+1)/2.

             i=0
В на рис. 11.2в приведено решение методами прямоугольников и трапеций для функции Y=X2, а на рис. 11.2г – используемые формулы.
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Шаг интегрирования и нижний предел интегрирования занесены в клетки В1 и В2. Ниже в столбце А формируется номер шага, а в столбце В – очередное значение независимой переменной Х. В столбце С вычисляется текущее значение подинтегральной переменной Y(X), в столбцах D и Е накапливаются результаты интегрирования.

На рис. 11.2в интегрирование с шагом 0,1 доведено до X=1. При необходимости расширить диапазон интегрирования следует скопировать вниз последнюю строку таблицы до достижения желаемого значения верхнего предела интегрирования (Х). Шаг интегрирования может быть изменен непосредственно в ячейке В1. Формульное представление фрагмента таблицы изображено на рис. 11.2г.
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С целью проверки результатов можно вычислить определенный интеграл вручную




       1

         1




S = Х2dx = Х3/3  = 1/3=0,333.




      0

         0

Видим, что результат, полученный методом трапеций, уже весьма близок к точному. 

11.3. Решение дифференциальных уравнений

Дифференциальные уравнения являются основной формой представления математических моделей. Напомним, что уравнение, в котором неизвестная функция входит под знаком производной или дифференциала, называется дифференциальным уравнением. Если неизвестная функция, входящая в дифференциальное уравнение, зависит только от одной независимой переменной, то уравнение называется обыкновенным. Обыкновенное дифференциальное уравнение в общем случае содержит независимую переменную (X), неизвестную функцию (Y(X)) и ее производные (dY/dX) до n-го порядка и имеет вид

F(X, Y, Y, Y, ... , Y(n))=0.

Порядком дифференциального уравнения называется наивысший порядок производной, входящей в уравнение.

Здесь мы рассмотрим технику решения обыкновенных дифференциальных уравнений с начальными условиями, т.е. таких, для которых известны значения искомой функции и ее производных (до n-1 порядка) при Х=0. Решение уравнений в такой постановке называется задачей Коши.

Известно, что аналитическое решение дифференциальных уравнений возможно лишь в небольшом числе случаев. В остальных случаях оно доступно только с помощью численных методов. Самый простой из них – метод Эйлера. Суть метода применительно к дифференциальному уравнению первого порядка dY/dX=Y(X,Y) с начальными условиями Y(X0)=Y0 поясняет рис. 11.3а.
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Решением уравнения является такая функция Y(Х), которая, будучи подставленной в уравнение, превращает его в тождество. Само уравнение не известно. В начальных условиях задается только одна его точка Y(Х0). Разобьем весь диапазон интегрирования уравнения на участки с одинаковым шагом Х и попытаемся найти значение искомой функции Y(Х) в точке Х1=Х0+Х.

Здесь искомая функция изображена линией с ординатами Y0, Y1, Y2, ..., Yk+1 (пустые прямоугольники), а полученная по методу Эйлера – ломаной с ординатами Y^0, Y^1, Y^2, ... , Y^k+1 (черные прямоугольники). Если Х мало – можно полагать, что уравнение касательной к искомой функции в точке Х0 (прямая Y0Y^1) не сильно отличается от Y(Х) на участке Х (дуга Y0Y1). Найдем Y1
Y^1 = Y0 + Y1 = Y0 + ХTg(0).

Тангенс 0 равен значению производной функции Y(Х) в точке Х0, которую легко вычислить

Tg0 = Y'0 = Z(X0,Y0).

И можем записать  Y^=Y0 + ХZ(X0,Y0).

Следующий шаг – проведение касательной к Y(Х1), т.е. построение участка с тангенсом наклона, равным Z(X1,Y1). Однако поскольку нам известно не точное значение Y1, а приближенное Y^1, проведем линию с тангенсом угла наклона, равным Z(X1,Y^1). 

Тогда
Y^2 = Y^1 + ХZ(Х^1,Y^1).

Отсюда можем получить рабочие формулы метода

Хk+1 = Хk + Х ,     

  Yk+1 = Yk + ХZ(Хk,Yk).

Метод является весьма приблизительным (сравните вычисленную и настоящую функции на рисунке). Уменьшив шаг интегрирования Х, можно добиться приемлемой погрешности. При Х0 решение сходится к точному.

На рис. 11.3б и 3в представлены (в числовом и формульном виде) таблицы решения дифференциального уравнения вида 

2xy      = 0  

при начальных условиях Y(0)=1.

Решение Y=exp(X2) такого простого урав​нения известно, что позволит нам оценить точность вычислений в таблице. Здесь в ячейке В1 установлен шаг интегрирования 0,4, в В4 и С4 – начальные условия уравнения. Текущие значения номера шага и значения Х вычисляются аналогично предыдущему. В колонке Yэ находится решение по методу Эйлера, а в колонке Yт – предъявляется точное решение с непосредственным использованием функции exp(X2). Решение доведено до Х=1,96 (50 шагов).

Видим (рис. 11.3б), что точное решение и решение, полученное с помощью метода Эйлера, достаточно близки. Это подтверждает и график на рис. 11.3г, построенный также средствами Excel (тип диаграммы: “точеч​ная”, вид диаграммы: “Точечная диаграмма со значениями, соединенными отрезками без маркеров”). 

Дальнейшее снижение погрешности может быть достигнуто уменьшением шага интегрирования. Увеличение предела интегрирования может быть осуществлено, как и в предыдущем случае, копированием последней строки до достижения нужного значения аргумента Х.

Конечно, при такой организации вычислительных процессов, к которой нам пришлось прибегнуть для интегрирования и решения дифференциальных уравнений, мы ограничены числом строк (65536) в рабочем листе Excel. И хотя мы можем продолжить вычисления на другом листе, нам вряд ли потребуется и такое количество клеток.
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Как уже указывалось, метод Эйлера является самым простым (и самым грубым) средством решения дифференциальных уравнений. Здесь можно воспользоваться и более точными методами, например, методом Рунге-Кутта.
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