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· Тема: Пределы. Вычисление  пределов. Раскрытие неопределенностей.

 Понятие предела функции


В этом параграфе мы дадим определение предела числовой функции f(x) при  и при  в двух вариантах – по Гейне (через предел числовой последовательности) и по Коши (применяя понятие окрестности). На понятии предела функции основан так называемый метод пределов – один из основных методов, которым оперируют в математическом анализе.




Условимся каждое из выражений , ,  обозначать компактно символом . 

1. Определение предела функции





Дадим определения пределов , ,  для каждого варианта . Это даст нам девять разновидностей предела функции: 6)
5)
4)










На рисунках дана геометрическая иллюстрация всех этих пределов: , , , , , , , , .1)
2)
3)
4)
5)
6)





В случае х → + ∞ подразумевается, что область определения функции D (f) не ограничена справа, то есть для любого  область определения содержит числа, большие ; при  х → - ∞ имеется в виду, что D (f) не ограничена слева, то есть она содержит числа, меньшие любого отрицательного (даже достаточно большого по модулю) числа. Если х → a, значит, в D (f) содержатся числа, сколь угодно близкие к a, то есть в области определения функции находятся числа из как угодно малой окрестности точки a, не считая самого числа a. В этом случае принято говорить, что в область определения функции входит - окрестность точки a, то есть интервал (a-δ, a+δ). Вовсе не обязательно, чтобы точка a входила в D (f), тогда речь идет об интервалах (a-δ, a) и (a, a+ δ).Рис.1
9)
7)
8)


Определение 1. Говорят, что , если для любого (даже достаточно большого по модулю) положительного числа L, начиная с некоторого х, выполняется неравенство f (х) > L.


Определение 2.  Говорят, что , если для любого (даже достаточно большого по абсолютной величине отрицательного числа , начиная с некоторого х, имеет место неравенство f (х) < L. 




Определение 3. Говорят, , если для  любого достаточно малого положительного числа , начиная с некоторого х, выполняется неравенство  (или неравенство ).



Во всех определениях слова «начиная с некоторого x» для          а) , б) , в) , означают соответственно:


а) найдется такое достаточно большое число , что для каждого х, такого, что ;


б) найдется такое число , достаточно большое по модулю, что для каждого х, такого, что ;



в) найдется такое достаточно малое , что для каждого х, такого, что , [см. 8].
Обращаем внимание на то, что все значения х берутся из D (f).
Этими тремя определениями раскрывается точный смысл девяти записанных равенств. Приведем развернутые определения только четырех из них.
1. 

Запись  означает следующее: для любого достаточно большого положительного числа L всегда существует другое, зависящее от него, тоже достаточно большое положительное число N, такое, что как только станет , то будет выполняться неравенство f(х) > L (рис 1.1). 
2. 

Запись  понимается в таком смысле: для любого отрицательного числа L, даже достаточно большого по абсолютной величине, найдется такое зависящее от него положительное достаточно малое число δ, что для тех х, которые попадают в δ-окрестность точки a, то есть в интервал , выполняется неравенство      f (х) < L. Причем точка a может и не принадлежать области определения функции f (х) (рис 1.6).
3. 



Запись  переводится так: для любого достаточно малого положительного числа  найдется такое зависящее от него достаточно большое число N, что как только х становится больше N,    f (х) попадает в -окрестность точки b, то есть выполняется неравенство  (рис. 1.7).
4. 







Запись  расшифровывают следующим образом: для любого достаточно малого числа  всегда найдется такое другое достаточно малое число (конечно, зависящее от ), такое что из неравенства  последует неравенство , то есть, как только х попадает в интервал , то f (х) непременно оказывается в интервале .
2. Определение одностороннего предела

Дополним определение предела функции, данное в пункте 1, определением одностороннего предела. 
Часто, например, при построении графика функции, необходимо знать, каково поведение функции f (x) при приближении х к числу а только слева () или только справа ().
Определение одностороннего предела такое же по смыслу, как и определение предела в точке а с соответствующим уточнением  или :  и . Эти пределы называются соответственно левосторонним и правосторонним пределами и обозначаются  и . Между односторонними пределами есть замечательная связь: когда аргумент х принимает значения сколь угодно близкие к а, находясь (неважно!) слева или справа от точки а, то получаем равенство:
.
Рассмотрим пример, связанный с односторонним и двусторонним пределами функции в точке.
Определение 4. Если для функции f (x), областью определения которой является вся числовая ось, оба предела  и  существуют и совпадают, то говорят, что сама функция  f(x) имеет на бесконечности двусторонний предел и записывают . То есть . 
Например,  (k, n - натуральные),    
(k – натуральное), .
Определение 5. Функция f (x) называется бесконечно малой функцией (бесконечно малой) в точке  (или при ), если .
Аналогично определяются бесконечно малые функция при , . Роль бесконечно малых функций существенно в том, что общее понятие предела функции может быть сведено к понятию бесконечно малой. Имеет место следующая теорема.
3.  Непрерывность

Важнейшим свойством функции является ее непрерывность. Очевидные примеры: линейная функция и квадратичная функция непрерывны на всей числовой оси. А функции  и  на отрезке, содержащем точку , обе являются разрывными. Но сам характер разрыва у этих функций разный. Для функции  (пусть ) , а , поэтому  – точка разрыва II рода, функция : , , значит, в точке  разрыв I рода. Остановимся подробнее на понятии непрерывности функции в точке. 
Определение 6. Функция  называется непрерывной в точке а, если выполняется следующие три условия: 1) эта функция определена в некоторой окрестности точки а (то есть ); 2) существует  (то есть ); 3) этот предел равен значению функции в точке а, то есть .
Только при выполнении всех трех условий определения мы вправе считать функцию  непрерывной в конкретной точке а. 
Определение 7. Если функция  непрерывна в каждой точке некоторого интервала, то ее называют непрерывной в этом интервале.
Определение 8. Если в точке а, которая принадлежит области определения функции или же является граничной точкой этой области, нарушается хотя бы одно из условий непрерывности функции, говорят, что а – точка разрыва функции.
Различают два основных типа точек разрыва функции – точки разрыва I рода и точки разрыва II рода. 
Определение 9. Если в точке а существуют конечные пределы , , , не равные одновременно, то а называют точкой разрыва I рода. 
Точки разрыва I рода подразделяются на точки устранимого разрыва, когда  и на точки скачка, когда . 
В точке устранимого разрыва односторонние пределы функции равны, но не равны значению функции в этой точке. В точке скачка односторонние пределы функции различны. В последнем случае разность  принято называть скачком функции в точке а.
Определение 10. Точки разрыва, не являющиеся точками разрыва I рода, называются точками разрыва II рода. 
В точках разрыва II рода хотя бы один из односторонних пределов не является конечным или не существует.
Так, , это означает, что точка 
х0 = 0 – точка устранимого разрыва функции  ; 
, а тогда х0=1 – точка неустранимого разрыва второго рода функции .
Определение 11. Прямая l называется аси́мптотой графика кривой , если расстояние от точки  графика функции  до прямой l стремится к нулю при   (). 
Различают три вида асимптот: вертикальная, горизонтальная, наклонная.
Утверждение 1. Прямая  является вертикальной асимптотой графика функции , если хотя бы один из пределов  или  равен  или . 
Утверждение 2. Прямая  является горизонтальной асимптотой графика функции , если  или .
Утверждение 3. Прямая  является наклонной асимптотой графика функции , если существуют пределы 
, , , .
Очевидно, этими тремя видами исчерпываются все возможные расположения асимптот.
4. Техника вычисления пределов

В этом параграфе мы остановимся на методике вычисления пределов, а именно на алгоритмических и эвристических приемах раскрытия неопределенностей. Все такие приемы проиллюстрированы достаточным числом примеров с решениями и предварены обязательными теоретическими сведениями и разъяснениями сложных или деликатных моментов решения. 
Принято называть аппаратом теории пределов те теоремы о пределах, которые дают средства отыскания  . Перечислим эти теоремы в порядке значимости.
1. Теорема о непрерывности элементарных функций, которая сводит нахождение предела элементарной функции в точке, к вычислению значения этой функции в этой точке. 
2. Два замечательных предела  и                          (или ).
3. Теорема о замене переменной при вычислении предела.
4. Свойства предела функции, в частности, теоремы о пределе суммы: ;
произведения: ;
 частного: , если .
5. Свойства пределов бесконечно больших и бесконечно малых функций. Приведем самые важные из них:
1) если , , то ;
2) обратно, если , то ;
3) если  и , , то 
 и  (с учетом знака А, конечно). 
Из этих соотношений следует, что если  , , , причем , то  , а если , , то .
6. Дополним этот перечень еще тремя часто встречающимися пределами:
; (*)
; (**)
; (***)
Пример 4.1. .
Пример 4.2. .
Пример 4.3. .
Эти примеры проиллюстрировали довольно быстрое вычисление пределов с помощью приведенных формул, использованных в том порядке, в каком они  были перечислены. 
1. Отдельным пунктом считаем нужным выделить очень значительную часть аппарата нахождения пределов – эквивалентные бесконечно малые, их свойства и рабочую таблицу эквивалентностей: 
                                                                                                       Таблица 1
	Эквивалентность при 
	Равенство при 

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	



Теперь рассмотрим более сложный пример, в котором используется эквивалентность  при , вытекающая из формулы.
Случай 1. Неопределенность  при  в вычислении предела отношения многочленов раскрывается стандартно: принято делить числитель и знаменатель дроби под знаком предела на максимальную степень х. 
Примеры вида  с неопределенностью вида , где обе функции  и в общем случае являются сложными степенными или показательными случаями решаются относительно просто. Для степенных функций обычно удается сократить дробь на множитель с наибольшим показателем после алгебраических преобразований. Если же обе функции показательные, то в качестве множителя, удобного для сокращения, бывает предпочтительно выбрать наиболее быстро возрастающую функцию. 
Пример 4.6. Найдите .
Решение. .
Случай 2. Обратите внимание на следующие четыре полезных замечания, касающиеся тождественных преобразований при вычислении  пределов, где требуется избавиться от неопределенности .
Замечание 1. Если ищется предел при  дроби, числитель и знаменатель которой – многочлены, имеющие своим корнем, то следует применить сокращение на ().
Пример 4.10.  Найдем .
Решение. В окрестности точки х=1 функция преобразуется , поэтому
.
Пример 4.11. Найдем .
Решение. . Здесь мы заменили оба сомножителя во втором пределе эквивалентными функциями: , .
Добавим, что произведенная замена  и не дает сравнения изначальных функций  и х3. Для возможности такого сравнения и понадобилось предварительно разложить выражение  на множители. 
При вычислении пределов очень часто применяется теорема о пределе композиции функций. 
Пример 4.12. Найдем .
Решение. 
.
[bookmark: _Hlk59072678]Случай 3. При раскрытии неопределенности  нередко может помочь следующий совет.
Эту неопределенность можно устранить приведением к общему знаменателю или преобразованием иррациональных выражений, приводящим к формулам сокращенного умножения. В итоге неопределенность   уже «берется» или  сводится к более просто устроенной неопределенности типа  или .   
Пример 4.13.  Найдем .
Решение.

.
Случай 4. Рассмотрим технику вычисления предела, когда сталкиваемся с неопределенностью типа . Часто эта неопределенность устраняется с помощью второго замечательного предела. 
Пример 4.14. Найдем .
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