Введение в математическую статистику. Точечные оценки
1. [bookmark: _Toc421999536]Основные понятия
Математическая статистика опирается на методы и понятия теории вероятностей, но решает в некотором смысле обратные задачи. 
В теории вероятностей рассматриваются случайные величины с заданным распределением или случайные эксперименты, свойства которых целиком известны. Предмет теории вероятностей — свойства и взаимосвязи этих величин (распределений).
О математической статистике имеет смысл говорить, если имеется случайный эксперимент, свойства которого частично или полностью неизвестны и мы умеем воспроизводить этот эксперимент в одних и тех же условиях некоторое (а лучше — какое угодно) число раз. Основные классы задач математической статистики следующие:
1. Оценка параметров распределения;
2. Интервальное оценивание;
3. Проверка статистических гипотез.
Примером серии экспериментов может служить набор экономических показателей, социологический опрос, последовательность гербов и решек при тысячекратном подбрасывании монеты и т.д.


	Пусть R — случайная величина, наблюдаемая в случайном эксперименте. Предполагается, что вероятностное пространство  задано, но оно не будет нас интересовать.



Будем считать, что проведя  раз этот эксперимент в одинаковых условиях, мы получили числа  — значения этой случайной величины в первом, втором, и т. д. экспериментах. Случайная величина  имеет некоторое распределение, которое нам частично или полностью неизвестно.







Рассмотрим подробнее набор . В серии уже произведенных экспериментов это набор чисел. Но если эту серию экспериментов повторить еще раз, то вместо этого набора мы получим новый набор чисел. Вместо числа  появится другое число — одно из значений случайной величины . Таким образом, , так же как ,   и т. д., — переменная величина, которая может принимать те же значения, что и случайная величина , и так же часто, т.е. с теми же вероятностями. Теперь мы можем дать название рассматриваемой последовательности, введя следующее определение:



	Выборкой объёма  называется последовательность случайных величин , независимых и одинаково распределённых со случайной величиной .




	Реализацией выборки  называется последовательность числовых значений , где  — значение случайной величины  в эксперименте. 
	Замечание. Выборка до эксперимента — последовательность независимых, одинаково распределённых случайных величин, а после эксперимента — последовательность значений, т.е. реализация выборки. Поэтому вместо «реализация выборки» часто говорят «выборка», имея в виду конкретные экспериментальные данные.


Пусть  — результаты  измерений некоторой величины. Исследователь должен проанализировать эти данные и в зависимости от задачи сделать те или иные выводы. Как правило, вначале данные упорядочиваются и создается так называемый вариационный ряд.
	Вариационным рядом выборки называется последовательность упорядоченных по возрастанию случайных величин



выборки , если для каждой её реализации выполняется условие



Члены вариационного ряда   называются порядковыми статистиками.


 —  это наименьшее выборочное значение: 


 —  это наименьшее выборочное значение: 
	Размахом выборки называется разность максимального и минимального ее элементов

.
2. [bookmark: _Toc421999537]Статистическое распределение




Среди значений  могут встречаться одинаковые. Число этих значений в выборке  называется частотой, а  — относительной частотой значения .

Статистическим распределением выборки называется таблица, в первой строке которой записываются различные значения , а во второй строке — частоты
	

	

	

	

	


	

	

	

	

	



или относительные частоты соответствующих значений
	

	

	

	

	


	

	

	

	

	



Замечание. Относительные частоты можно представлять в процентах.

Cумма частот выборочного распределения равна 

,
сумма относительных частот равна единице

.


Статистическое распределение можно представить графически на координатной плоскости, построив точки с координатами   или . Ломаная линия, отрезки которой соединяют эти точки, называется полигоном частот, или полигоном относительных частот, соответственно.
	Пример 1. Выборка задана статистическим распределением
	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	



Найти распределение и построить полигон относительных частот.



	Решение. Объём выборки . Разделив каждое значение  на объём выборки , получим распределение относительных частот вида
	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	



Построим полигон относительных частот, изобразив эти точки на координатной плоскости (см. Рис. 44).
 [image: ]
Рисунок 44. Полигон относительных частот.
3. [bookmark: _Toc421999538]Группировка данных


Исследуя выборку, можно получить информацию, позволяющую сделать предположение о типе распределения. Большое число повторяющихся значений  свидетельствует о том, что она извлечена из дискретного распределения. Если же в выборке почти все значения различны, то следует думать, что она получена из непрерывного распределения. Во втором случае, если число измерений достаточно велико, выборку группируют. Для этого интервал, содержащий все значения наблюдений, делят на  непересекающихся частичных интервалов, как правило, равной длины, называемых интервалами группировки.
Для определения количества интервалов группировки часто пользуются формулой Стерджесса





Функция  обозначает целую часть числа , т.е. ближайшее целое число, не превосходящее . Формула Стерджесса является возможным, но не единственным способом вычисления количества интервалов группировки.






В каждом частичном интервале подсчитывают число  элементов, попавших в этот -й интервал. Отмечают  середины частичных интервалов. Все значения , попавшие в -й интервал, ассоциируются с его серединой . Таким образом, считается, что признак равномерно распределен на каждом интервале группировки. По группированным данным можно построить гистограмму и многоугольник (полигон) распределения.	
Гистограммой называется ступенчатая фигура, состоящая из прямоугольников, основания которых — частичные отрезки, а высоты равны

,

где  — длины интервалов разбиения.

Таким образом, площадь каждого прямоугольника равна , а площадь всей гистограммы равна единице.




Многоугольником распределения называется ломаная, соединяющая точки с координатами , где  принимает значения от 1 до , где  — количество интервалов разбиения.
Для визуализации данных удобно, когда все интервалы группировки одинаковы по длине, но вообще это требование необязательно. С увеличением объёма выборки гистограмма может быть оценкой плотности распределения непрерывной случайной величины.
Пример 2. Имеются данные о месячной прибыли крупного предприятия в млн. руб. за несколько периодов
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Построить гистограмму и многоугольник частот.

Решение. Мы исследуем случайную величину, описывающую прибыль предприятия в месяц. Объём представленной выборки . 
Группируем данные. Число интервалов


Наименьшее и наибольшее выборочные значения


,		.

Размах .


В качестве начального интервала группировки можно выбрать промежуток   или другой интервал, содержащий в себе , в зависимости от поставленной задачи. Мы остановимся на первом варианте.


Разбивая промежуток  на шесть частей, получим длину интервала группировки .

Подсчитав количество значений, попавших в каждый из интервалов группировки, получаем распределение прибыли
	Интервалы группировки
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На основе таблицы распределения построим гистограмму и многоугольник частот
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Рисунок 45. Гистограмма и полигон частот.
4. [bookmark: _Toc421999539]Эмпирическая функция распределения





Пусть выборка  сделана из дискретного распределения вероятностей. Для любого действительного числа  можно по выборке подсчитать относительную частоту тех значений, которые не превосходят , называемую накопленной относительной частотой. Накопленная частота функционально зависит от . Эта зависимость имеет особое название: эмпирическая функция распределения.



Эмпирической функцией распределения, построенной по выборке , называется числовая функция , определяющая относительную частоту события  и равная

.
Удобно строить эмпирическую функцию распределения по вариационному ряду. Эмпирическая функция распределения является оценкой неизвестной теоретической функции распределения по выборке.
Пример 3. Выборка задана статистическим распределением частот
	

	

	

	


	

	

	

	



Найти эмпирическую функцию распределения и построить её график.

	Решение. Находим объём выборки  и распределение относительных частот
	

	

	

	


	

	

	

	



	Далее составляем функцию распределения как для обычной дискретной случайной величины


Если , то , поскольку варианты, меньшие единицы, отсутствуют.


Если , то 


Если , то 


Если , то , как сумма всех относительных частот.
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Рисунок 46. Эмпирическая функция распределения.
Окончательно получаем эмпирическую функцию распределения


	Её график имеет вид, представленный на рисунке 46.

5. [bookmark: _Toc421999540]Точечные статистические оценки
Знание моментов распределения также многое может сказать о его виде и свойствах. Введем выборочные аналоги неизвестных истинных моментов распределения. Говорят, что представленные выборочные характеристики являются точечными оценками теоретических. Для удобства представим их в виде таблицы


	Теоретические характеристики
	Эмпирические характеристики

	
Математическое ожидание 
	Выборочное среднее



	
Дисперсия 
	Выборочная дисперсия


или



	
	Исправленная (несмещённая) 
выборочная дисперсия



	
Среднее квадратическое отклонение 
	Выборочное среднее квадратическое отклонение (стандартное отклонение)



	
	Исправленное выборочное среднее квадратическое отклонение



	

Начальный момент 
-го порядка 
	Начальный выборочный момент 

-го порядка



	

Центральный момент 
-го порядка 
	Центральный выборочный момент 

-го порядка




Исправленная выборочная дисперсия устраняет смещение выборочной дисперсии влево, вызванное использованием в расчётах не истинного математического ожидания, а его оценки – выборочного среднего. В литературе такое исправление встречается под названием поправка Бесселя. Чем меньше объём выборки, тем больше различаются значения смещённой и несмещённой оценок дисперсии.
Пример 4. Найти точечные оценки математического ожидания, дисперсии и среднего квадратического отклонения случайной величины, выборка из которой приведена в примере 2.

Решение. Находим оценку математического ожидания — выборочное среднее, просуммировав все значения в таблице и разделив их на объём выборки 


Находим начальный выборочный момент второго порядка


Смещённая оценка истинной дисперсии, т.е. выборочная дисперсия, равна

.
Несмещённую оценку истинной дисперсии, т.е. исправленную выборочную дисперсию можно найти напрямую, а можно выразить через выборочную дисперсию, что мы и сделаем

.


Действительно, оценка  смещена влево относительно исправленной оценки .
Находим оценку среднего квадратического отклонения — исправленное стандартное отклонение, по несмещённой оценке дисперсии

.

Вопросы для самоконтроля
1) Что такое выборка и её реализация?
2) Что такое вариационный ряд?
3) Как найти объём и размах выборки?
4) Что такое статистическое распределение выборки?
5) Как и для чего используют группировку данных?
6) Что такое гистограмма распределения?
7) Что такое эмпирическая функция распределения и как её построить?
8) Какие параметры распределения можно оценить с помощью точечных оценок и какие формулы для этого используются?

[bookmark: _Toc421999541]Интервальные оценки параметров распределения
1. [bookmark: _Toc421999542]Интервальная оценка, её точность и надёжность
Ранее мы говорили о таких оценках параметров распределения, как выборочное среднее, выборочная дисперсия и т.д. Численные значения этих величин называются точечными оценками, поскольку они представляют собой единственное число. Их недостаток в том, что точечные значения могут значительно отличаться от истинных значений. Так, например, выборочное среднее и выборочные дисперсии очень чувствительны к выбросам (резко выделяющимся выборочным значениям).
Было бы хорошо знать интервал, в котором находится неизвестный параметр с достаточно большой вероятностью. Такой интервал называется доверительным.


Обозначим  неизвестный параметр,  — оценку этого параметра по выборке. Тогда



Интервал  называется доверительным интервалом уровня , где , если






Величина  при этом называется доверительной вероятностью, доверительным уровнем, или надежностью, и выбирается заранее, обычно равной 0.9, 0.95 или 0.99. Иногда говорят, что интервал  накрывает  с надежностью . 
Итак, отличие интервального оценивания от точечного состоит в следующем:
1. 
Доверительный интервал как оценка менее точен, так как указывается целое множество возможных значений .
2. 


С другой стороны, утверждение « с вероятностью » является истинным, в то время как событие , как правило, имеет вероятность, равную нулю.




Границы интервала  и  являются случайными, построенными по выборке. Чем больше , тем шире доверительный интервал и тем меньше мы получаем информации об оцениваемом параметре , следовательно, величина доверительной вероятности должна быть разумно большой.

Под точностью интервальной оценки понимают такое число , что


т.е. модуль разности между истинным значением неизвестного параметра и его точечной оценкой. Это неравенство можно переписать в виде

.
Иными словами, 


		и	 .

Методы построения границ доверительных интервалов основаны на законах распределения оценок . Приведенные ранее оценки параметров асимптотически нормальны, т.е. при больших объемах выборок распределение можно считать близким к нормальному, что следует из центральной предельной теоремы. Для построения доверительных интервалов используются распределения, связанные с нормальным: Стьюдента, Пирсона (хи-квадрат) и др.
2. [bookmark: _Toc421999543]Понятие о распределениях Пирсона и Стьюдента





Распределение суммы  квадратов независимых случайных величин  со стандартным нормальным распределением называется распределением  (хи-квадрат) или распределением Пирсона с  степенями свободы и обозначается ,




Все ,	.

	Плотность распределения  равна



где  — гамма-функция.


	Плотности распределений  при  показаны на Рис. 47.

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины ,  имеющей распределение Пирсона, равны, соответственно

,

.

[image: ]

Рисунок 47. Плотности распределения  с различным числом степеней свободы.
Английский статистик Госсет, публиковавший научные труды под псевдонимом Стьюдент, ввёл следующее распределение

Пусть  независимы и имеют стандартное нормальное распределение. Распределение случайной величины




называется распределением Стьюдента с  степенями свободы и обозначается .
Распределение Стьюдента совпадает с распределением случайной величины

,


где случайные величины и  независимы.

	Плотность распределения Стьюдента с  степенями свободы равна





Распределение Стьюдента  при  сближается со стандартным нормальным распределением .
Графики плотностей стандартного нормального распределения и распределения Стьюдента приведены для сравнения на Рис. 48.
[image: ]
Рисунок 48. Плотности стандартного нормального распределения 
и распределения Стьюдента.

Распределения Пирсона и Стьюдента табулированы. При большом числе степеней свободы  для распределения Стьюдента используется нормальная аппроксимация.
3. [bookmark: _Toc421999544]Интервальная оценка математического ожидания нормального распределения
Доверительные интервалы для параметров нормального распределения можно найти следующим образом.


Для неизвестного математического ожидания  при известном истинном среднем квадратическом отклонении  и большом объёме выборки (более 30)

,


где  — такое значение функции Лапласа, что .



Для неизвестного математического ожидания  при неизвестном истинном среднем квадратическом отклонении , но с использованием вычисленной его несмещённой оценке , или при малом объёме выборки (не более 30)

,






где  разыскивается из таблиц по заданным объёму выборки  и надёжности .   — критическая точка распределения Стьюдента для двусторонней критической области с числом степеней свободы  и уровня значимости .

	Для неизвестной дисперсии 

,




где  и  — критические точки распределения  с  степенью свободы, которые также разыскиваются в соответствующей таблице.
	Пример 1. Имеются данные о чистой прибыли предприятия в тыс. руб. за 50 дней. Сгруппировать данные, и найти
а)  точечные оценки для математического ожидания, дисперсии и среднего квадратического отклонения;



б) доверительный интервал уровней надёжности  и  для математического ожидания, если считать среднеквадратическое отклонение известным и равным ;

в) доверительный интервал уровня надёжности  для математического ожидания при отсутствии иных данных о выборке;

г) доверительный интервал уровня надёжности  для дисперсии.
	34
	39
	48
	66
	37
	35
	75
	31
	54
	50

	37
	31
	63
	69
	47
	73
	40
	49
	24
	20

	31
	74
	57
	61
	50
	86
	74
	30
	41
	78

	54
	54
	40
	48
	59
	67
	58
	33
	62
	52

	-4
	41
	69
	40
	78
	41
	51
	45
	70
	52


Решение. Упорядочим значения выборки, представив их в виде вариационного ряда
	-4
	20
	24
	30
	31
	31
	31
	33
	34
	35

	37
	37
	39
	40
	40
	40
	41
	41
	41
	45

	47
	48
	48
	49
	50
	50
	51
	52
	52
	54

	54
	54
	57
	58
	59
	61
	62
	63
	66
	67

	69
	69
	70
	73
	74
	74
	75
	78
	78
	86



Объём выборки . Количество интервалов группировки вычислим по формуле Стерджесса




 (убытки предприятия),		.



Размах . Разбивая промежуток  на шесть частей, получим длину интервала группировки .
	Интервалы группировки
	

	

	

	

	

	


	Середины интервалов 
	

	

	

	

	

	


	Частоты
	

	

	

	

	

	



а) Выборочное среднее



.
Несмещённая оценка дисперсии




.
Несмещённое среднее квадратическое отклонение

.

б) Считая истинное значение среднего квадратического отклонения известным , пользуемся формулой





Найдём такое , что . Можно найти  соответствующее значение аргумента в таблице функции Лапласа, .
Получаем интервальную оценку





и доверительный интервал .




	Если взять уровень надёжности , получаем , откуда по таблице  и доверительный интервал для математического ожидания . Этот интервал шире первого доверительного интервала, поскольку нужно обеспечить попадание истинного математического ожидания в интервал с большей вероятностью, а значит, приходится захватывать дополнительные точки.
в) Оценим математическое ожидание по формуле




Для этого нам понадобится таблица критических точек распределения Стьюдента с числом степеней свободы   и уровнем значимости . 


Из таблицы находим наиболее близкое значение , исправленное среднее квадратическое отклонение вычислено  , тогда





и доверительный интервал . Этот интервал шире, чем интервал при том же уровне надёжности, но с известным средним квадратическим отклонением. Можно сделать вывод, что чем меньше мы имеем информации, тем шире будет доверительный интервал.
г) Оценим дисперсию по формуле






Учитывая, что  и , нужно найти  критические точки распределения Пирсона и  по соответствующей таблице


	и 	
Получаем интервальную оценку дисперсии





и доверительный интервал .

Вопросы для самоконтроля
1) Что такое доверительный интервал?
2) Что такое надёжность доверительного интервала?
3) Что такое точность доверительного интервала?
4) Какое распределение называется распределением Пирсона?
5) Какое распределение называется распределением Стьюдента?
6) Как с помощью доверительного интервала оценить математическое ожидание при известном среднем квадратическом отклонении?
7) Как с помощью доверительного интервала  оценить математическое ожидание при отсутствии других данных о выборке?
8) Как с помощью доверительного интервала оценить дисперсию?

[bookmark: _Toc421999545] Проверка статистических гипотез
1. [bookmark: _Toc421999546]Понятие статистической гипотезы


Пусть дана выборка  из распределения . Мы будем считать выборку набором независимых случайных величин с одним и тем же распределением, хотя в ряде задач и эти предположения нуждаются в проверке.

Статистической гипотезой  называется любое предположение о распределении наблюдений


	или		,

где  — некоторое подмножество в множестве всех распределений. 

Гипотеза называется простой, если она указывает на единственное распределение . Иначе гипотеза называется сложной.




Если гипотез всего две,  и , то одну из них, например , принято называть основной, а другую, , — альтернативной, или отклонением от основной гипотезы.



Пусть дана выборка , относительно распределения которой выдвинуты две гипотезы  и . Критерием для проверки этих гипотез называется функция



которая при каждом возможном значении выборки определяет, какую из гипотез следует принимать. Область  в множестве всех возможных значений выборки, где принимается основная гипотеза, называется областью принятия гипотезы, а где принимается вторая (альтернативная) гипотеза — критической областью.





Говорят, что произошла ошибка -го рода критерия , если критерий отверг верную гипотезу . Вероятностью ошибки -го рода критерия  называется величина




	В случае рассматриваемых двух гипотез  и :

 — вероятность ошибки 1-го рода

 — вероятность ошибки 2-го рода



К сожалению, нам не известно, какая из гипотез верна в действительности, поэтому нам следует считаться с гипотетическими вероятностями ошибок критерия. Смысл этих ошибок состоит в следующем: если много раз применять критерий к выборкам из распределения, для которого гипотеза  верна, то в среднем доля  таких выборок будет признана противоречащей гипотезе .



Пример 1. Пусть любое изделие некоторого производства оказывается браком с вероятностью . Контроль продукции допускает ошибки: годное изделие бракует с вероятностью , а бракованное признаёт годным с вероятностью .
Введём для проверяемого изделия гипотезы:

основную  

и альтернативную .


Критерием выбора одной из них считать контроль продукции. Тогда 

 — вероятность ошибки первого рода этого критерия, 

а  —  вероятность ошибки  второго рода.





Вероятность ошибки первого рода  иначе называют уровнем значимости критерия  принятия гипотезы. А величину , где , называют мощностью критерия .


Для гипотез  и  справедливы равенства




Итак, статистический критерий не отвечает на вопрос, верна или нет проверяемая гипотеза или гипотезы. Он лишь решает, противоречат или не противоречат выдвинутой гипотезе выборочные данные, можно ли принять или следует отвергнуть данную гипотезу. При этом вывод о том, что данные противоречат гипотезе, всегда весомее и категоричнее, нежели вывод «данные не противоречат гипотезе».
Введём важное понятие, которое будем использовать в дальнейшем. 
Статистикой называется случайная величина, которая является функцией от выборки


Ниже представлена общая схема проверки статистических гипотез.
1. 

Для основной гипотезы  формулируется альтернативная гипотеза .
2. 
Выбирается уровень значимости принятия гипотезы . Обычно уровень значимости выбирают в границах от 0,01 до 0,05.
3. 
По выборкам в предположении  формируется случайная величина, так называемая тестовая статистика.
4. Определяется интервал, определяющий область принятия гипотезы.
5. 
По реализациям теоретических выборок определяется значение тестовой статистики, и проверяется её попадание в область принятия гипотезы. Если получают противоречие, то гипотезу  отвергают. Иначе говорят, что оснований отвергнуть гипотезу нет.

2. [bookmark: _Toc421999547]Гипотеза о математическом ожидании нормального распределения




Пусть основная гипотеза  состоит в том, что математическое ожидание  нормальной распределенной случайной величины  равно некоторому заданному значению .




Альтернативной гипотезой  является гипотеза о том, что . Будем при этом пока предполагать, что среднее квадратическое отклонение  величины  известно. 
После того, как гипотезы сформулированы, нужно найти критерий ее правильности или неправильности.




Можно вычислить для каждой выборки точечную оценку истинного математического ожидания  — выборочную среднюю . Предположим, что гипотеза  верна, то есть что  . 









В качестве тестовой статистики , с помощью которой будем проверять гипотезу , возьмем нормально распределенную случайную величину , математическое ожидание которой, если верна гипотеза , равно нулю.  Здесь под  понимаем среднее арифметическое элементов выборки , для каждой реализации  которой  будет представлять собой числовое значение — выборочное среднее .









Выберем некоторый уровень значимости . Если гипотеза  верна, то отклонение  от нуля должно быть невелико, то есть практически должно находится в некоторых границах , а выход его за эти границы следует считать опровержением гипотезы . То есть оставшиеся вне интервала  участки числовой оси будем считать критической областью. При условии справедливости  ее непринятие — это ошибка первого рода, которая происходит с вероятностью .  Поэтому вероятность принятия должна быть равна . 





При заданном  гипотеза  должна быть отвергнута, если экспериментальное значение  нормально распределенной случайной величины  окажется вне интервала .

Имеем	.
Отсюда 

.


После нахождения  находятся области принятия и непринятия гипотезы :


1. Если , то гипотеза  принимается в том смысле, что нет оснований её отвергнуть. Этот вывод, как мы уже говорили, не является весомым.


2) Если , то гипотеза  отвергается. Этот вывод более категоричен, и может служить основанием говорить об ошибочности гипотезы.








Замечание. Если  неизвестно, то при достаточно большой выборке объёма , в приведенных выше формулах можно заменить  на её точечную оценку . Если же  неизвестно и выборка небольшая , то тогда в качестве тестовой статистики  для проверки гипотезы  используют случайную величину

,





имеющую распределение Стьюдента с  степенями свободы. Областью принятия гипотезы  считается интервал, в который с вероятностью  попадает экспериментальное значение  случайной величины 




Величину, соответствующую данным значениям  и , находят по таблице критических точек распределения Стьюдента.
	Пример 2. Выборочным путем исследовались 60 молочных пакетов, в которых, согласно их маркировке, должно содержаться 0,5 л. = 500 мл. молока. Получено следующее статистическое распределение выборки
	Количество молока, мл. 
	480-490
	490-500
	500-510
	510-520

	Количество пакетов
	16
	20
	5
	19





Проверить при уровне значимости  гипотезу  о том, что автомат, заполняющий пакеты, настроен правильно (на норму 500 мл.), при альтернативной гипотезе , что станок настроен неправильно.

	Решение. Пусть  — случайная величина, описывающая реальное количество молока в пакете. Запишем распределение частот
	

	485
	495
	505
	515

	

	16
	20
	5
	19




Если гипотеза  верна (автомат настроен правильно), то  (мл.)



А если гипотеза  неверна, то верна альтернативная гипотеза :  (мл.)
Выборочное среднее


Несмещённая оценка дисперсии




Отсюда исправленное среднее квадратическое отклонение

.




А теперь рассмотрим в качестве тестовой статистики нормально распределенную случайную величину , экспериментальное (выборочное) значение которой при  и  равно .

Объем выборки , поэтому можно воспользоваться функцией Лапласа. С учетом имеющихся данных, находим







По таблице функции Лапласа находим

,
откуда





Поскольку  принадлежит интервалу принятия гипотезы , то нет оснований отвергать гипотезу  о том, что автомат по разливу молока в пакеты настроен правильно.
3. [bookmark: _Toc421999548]Гипотеза о равенстве двух математических ожиданий




Рассмотрим две независимые нормально распределенные случайные величины  и . Требуется с помощью выборочных данных, полученных при исследовании значений этих величин, проверить нулевую гипотезу  о равенстве этих математических ожиданий при альтернативной гипотезе  об том, что они не равны.






Пусть   и  – объемы соответствующих выборок, а  и – выборочные средние, а  и  — исправленные выборочные дисперсии указанных выборок.



Составим тестовую статистику . При условии справедливости гипотезы  Случайная величина   распределена нормально с параметрами



,





где  и  – истинные дисперсии величин  и . 




При заданном уровне значимости  областью принятии гипотезы  будет интервал , где   находится из условия

.
То есть







Истинные дисперсии  и   обычно неизвестны. Но если объемы выборок  и  достаточно велики, т.е. не менее 30, то истинные дисперсии можно заменить  и  их точечными оценками   и .








	Пример 3. По двум независимым выборкам объемами  и  найдены выборочные средние  и , а также исправленные выборочные дисперсии  и . Исследуемые с помощью этих выборок случайные величины  и  являются нормально распределёнными и независимыми. 





При уровне значимости  проверить основную гипотезу  о том, что  при альтернативной гипотезе  о том, что .


Решение. Находим сначала экспериментальное значение тестовой статистики  нормально распределенной величины 


Далее из равенства



с помощью таблицы функции Лапласа  находим



отсюда .






Так как экспериментальное значение  не входит в интервал принятия гипотезы : , то гипотезу  о равенстве математических ожиданий величин  и  отвергаем — она не подтверждается экспериментальными данными.
В случае выборок малого объёма, т.е. меньше 30, вид тестовой статистики будет значительно сложнее, и при расчётах вместо функции Лапласа нужно использовать критические точки распределения Стьюдента. Мы не будем останавливаться подробно на этом случае.

Вопросы для самоконтроля
1) Что такое статистическая гипотеза?
2) Как соотносятся основная и альтернативная гипотезы?
3) Что такое статистический критерий для проверки гипотезы?
4) Что такое область принятия гипотезы?
5) Что такое ошибка первого рода?
6) Что такое статистика?
7) Как проверить гипотезу о математическом ожидании нормального распределения?
8) Как проверить гипотезу о равенстве математических ожиданий?
9) Какие выводы можно сделать после проверки гипотезы о её принятии или непринятии?
























Приложения
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